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Zusammenfassung
In der vorliegenden Arbeit wird die neuartige Mikroskopiemethode der Ptychographie
für die Untersuchung photorefraktiver Materialien genutzt. Photorefraktive Materialien
zeichnen sich durch die Generation lichtinduzierter Brechungsindexänderungen aus. Die
Ptychographie bietet die Möglichkeit, neben der generierten Brechungsindexänderung im
photorefraktiven Materials auch die für die Generation genutzte Intensitätsverteilung
des Laserstrahls zu bestimmen. Es wird sowohl die Abhängigkeit der Brechungsindex-
änderung von der Zeit der Generation als auch die Abhängigkeit von der Polarisation
des Lasers gemessen. Durch den Vergleich der gewonnenen Werte mit einer numerischen
Simulation des photorefraktiven Efekts werden mikroskopische Parameter der lichtin-
duzierten Ladungswanderung ermittelt. Zudem wird aus der polarisationsabhängigen
ptychographischen Messung das Raumladungsfeld und die korrespondierende Ladungs-
dichte im Material berechnet. Die Ptychographie liefert damit einen neuen Zugang zum
quantitativen Verständnis der Photorefraktivität.
Abstract
In the present thesis the novel microscopy technique of ptychography is applied to the
investigation of photorefractive materials. Photorefractive materials exhibit a change of
the refractive index due to the exposure to light. The method of ptychography determines
the refractive index change of the material together with the intensity distribution of
the laser beam that was used for its generation. In one part of the experiment the time
dependence of the refractive index change versus the generation time is investigated, in
the other part of the experiment the dependence of the refractive index change to the
polarisation of the laser beam is examined. Microscopic parameters of the photorefractive
charge migration are determined with the utilisation of a numerical simulation of the
photorefractive efect and its comparison with the measurement. Finally, the whole space
charge Ąeld with the corresponding space charge density is calculated from a set of
ptychographic measurements of one refractive index change with diferent polarisation
directions of the laser. The presented experiments and their evaluation show, that the
method of ptychography opens a new possibility for a quantitative understanding of the
photorefractive efect.
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1 Einleitung
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Das Phänomen der Photorefraktivität ist seit den 1960er Jahren bekannt. Es wurden
seitdem erfolgreiche Theorien für dessen Erklärung und eine Vielzahl von Anwendungen
entwickelt. Die Photorefraktivität drückt sich durch die lokale Änderung des Brechungs-
index eines Materials durch die Bestrahlung mit Licht aus. Besonders in der heutigen Zeit
der schnellen Übertragung von Daten sind optische Bauteile für die Datenverarbeitung
gefordert um vergleichsweise langsame elektronische Bauteile zu ersetzen. Photorefraktive
Materialien bieten hier eine große Zahl von Möglichkeiten, wie zum Beispiel jegliche
Arten von holographischen Methoden oder die Ausbildung photorefraktiver Wellenleiter
und Solitonen. Für die Entwicklung technischer Bauteile ist eine genaue quantitati-
ve Beschreibung des Verhaltens des Materials erforderlich. In der vorliegenden Arbeit
wird die hochauĆösende Mikroskopiemethode der Ptychographie für die Messung des
photorefraktiven Efekts genutzt. Mit der Ptychographie ist es möglich, die relevanten
physikalischen Größen eines photorefraktiven Systems quantitativ zu bestimmen, da
mit nur einer Messung sowohl die Intensitätsverteilung des Lasers, mit welchem die
lokale Brechungsindexänderung hervorgerufen wird, als auch die induzierte Brechungsin-
dexänderung selbst bestimmt wird. Führt man die Ergebnisse der Messung mit einem
Modell für die Entstehung der Brechungsindexänderung zusammen, so kann die komplette
Dynamik des Prozesses zusammen mit den für die theoretische Beschreibung notwendigen
Parametern ermittelt werden.
In den theoretischen Vorbetrachtungen dieser Arbeit wird zunächst die Methode der Pty-
chographie vorgestellt und deren prinzipielle Funktionsweise erklärt. Die Ptychographie
ist eine auf der Messung kohärenter Streuung beruhende numerische Methode, welche
aus der Streuung sowohl die komplexe Transmissionsfunktion der Probe als auch die
Wellenfront des zur Messung verwendeten kohärenten Strahls rekonstruiert. Im darauf
folgenden Abschnitt wird das Phänomen der Photorefraktivität erläutert. Das für die
Messungen verwendete photorefraktive Material Lithiumniobat wird vorgestellt und
die für die Auswertung der Messung relevanten Gleichungen abgeleitet. Im Abschnitt
der Messungen werden zuerst die genutzten Proben präsentiert. Darauf folgend wird
anhand der Messung einer Teststruktur zum einen die Anwendung der Ptychographie
und zum andern deren Güte in Bezug auf die OrtsauĆösung und die Rekonstruktion
quantitativer Werte vorgestellt. Nachfolgend werden zwei ptychographische Versuchsrei-
hen an Lithiumniobat gezeigt. Einerseits wird die Dynamik der Brechungsindexänderung
in Bezug auf die Zeit der Bestrahlung des Kristalls andererseits die Abhängigkeit der
Brechungsindexänderung von der Polarisation des Lichts gemessen. Beide Messreihen
werden im Abschnitt der Auswertung mit Hilfe einer numerischen Simulation des pho-
torefraktiven Efekts ausgewertet. Dies hebt die prinzipielle Stärke der Ptychographie
hervor, welche in der gleichzeitigen Messung der Intensitätsverteilung des Laserstrahls
und der Brechungsindexänderung besteht. Es ist damit eine Frage des Modells der Si-
mulation des photorefraktiven Verhaltens und deren Parameter, die Simulation an die
gegebenen Randbedingungen der Messung anzupassen. Die Ptychographie bietet eine
optimale Möglichkeit für die genaue Untersuchung des photorefraktiven Prozesses um
letztendlich mittels einer quantitativen Theorie genauste Vorhersagen für photorefraktive
Bauteile trefen zu können. Neben der Anpassung der Simulation an die ptychographische
Messung wird im zweiten Teil der Auswertung aus der polarisationsabhängigen Messung
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des Brechungsindex das generierte Raumladungsfeld mit der korrespondierenden Raum-
ladungsdichte berechnet. Damit ist der Vergleich zwischen der Intensitätsverteilung des
für die Generation der Brechungsindexänderung genutzten Lasers und der entstandenen
Ladungsverteilung direkt aus der ptychographischen Messung möglich.
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2.1 Ptychographie
Das auf Streuung basierende Abbildungsverfahren der Ptychographie eröfnet seit etwa
zehn Jahren neue Möglichkeiten im Bereich der Mikroskopie auf unterschiedlichen Grö-
ßenskalen. Die Anwendung wurde mit verschieden Arten von kohärenter Strahlung, wie
zum Beispiel mit optischem Licht [1], Röntgenstrahlung [2] und Elektronenstrahlen [3]
gezeigt. Die prinzipielle Idee der Ptychographie vereint die hohe OrtsauĆösung von den
auf Streuung basierenden Abbildungsverfahren (engl.: Ďcoherent difractive imagingŞ)
mit dem großen Gesichtsfeld der Rastersondenmikroskopie (engl.: Ďscanning probe mi-
croscopyŞ). Für die ptychographische Messung wird ein kohärenter Strahl an mehreren
Orten einer Probe gestreut und die jeweils entstehenden Beugungsbilder im Fernfeld
detektiert. Der Abstand zwischen den verschiedenen Orten auf der Probe (Rasterpunkte)
ist dabei kleiner als der Durchmesser des Strahls selbst (siehe Abbildung 2.1(a)). Durch
diese nur kleine Verschiebung des Strahls auf der Probe wird der Strahl an den teilweise
gleichen Strukturen der Probe gestreut. Die so entstehende Redundanz zwischen den
detektierten Beugungsbildern an verschiedenen Orten auf der Probe kann mit Hilfe
der numerischen Modellierung des Messprozesses und einer iterativen Implementierung
genutzt werden, um sowohl die komplexe Transmissionsfunktion der Probe als auch die
komplexe Wellenfunktion des kohärenten Strahls zu rekonstruieren.
Probe
kohärenter 
Strahl in der 
Probenebene
(a) (b)
Probe
Beugungsbilder
kohärenter 
Strahl 
Abbildung 2.1: (a) Oben: Stilisierter Mittelpunkt und Umfang des kohärenten Strahls,
Unten: Die Verschiebung des Strahls zum nächsten Rasterpunkt ist kleiner als der
Strahldurchmesser; (b) Schematische Darstellung des ptychographischen Messprozesses
Die Idee für ein Messverfahren dieser Art ist erstmals 1968 von W. Hoppe in einer
Reihe von drei Veröfentlichungen eingereicht worden [4, 5, 6]. Durch die wachsenden
Möglichkeiten in der Rechentechnik begünstigt, wurde 2004 von H. M. L. Faulkner und
J. M. Rodenburg die Implementierung eines iterativen Algorithmus für die Lösung des
Phasenproblems veröfentlicht [7] und eine Anwendung für Strukturuntersuchungen im
Bereich von Elektronen-, Röntgen- und Teilchenstrahlen vorgeschlagen. Ein Jahr später
stellten sie unter dem Namen Ďptychographical iterative engine (PIE)Ş eine detailliertere
Beschreibung ihres Algorithmus vor [8], wobei sich der hier entwickelte Name ĎPty-
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chographieŞ von den griechischen Wörtern für ĎfaltenŞ und ĎschreibenŞ ableitet. 2009
veröfentlichten A. M. Maiden und J. M. Rodenburg eine Erweiterung des Algorithmus
unter dem Namen Ďextended ptychographical iterative engine (ePIE)Ş, welcher es er-
möglicht, neben der komplexen Transmissionsfunktion der Probe, auch die komplexe
Wellenfront des zur Messung verwendeten kohärenten Strahls zu rekonstruieren [9]. Vor
allem in der Forschung mit kohärenter Röntgenstrahlung fand das Verfahren wegen der
schwierigen Konstruktion bildgebender Optiken Zuspruch [2, 10, 11], aber auch im Bereich
der optischen Physik beginnt die Ptychographie eine Alternative zur herkömmlichen
Lichtmikroskopie und Holographie darzustellen [1, 12, 13, 14, 15]. Der in dieser Arbeit
verwendete ptychographische Algorithmus ist in der Arbeitsgruppe von Prof. Dr. Ch.
Schroer am Institut für Strukturphysik der TU Dresden entwickelt worden.
2.1.1 Messung
Für die Messung eines ptychographischen Datensatzes wird ein kohärenter Strahl auf eine
Probe gelenkt und die entstehende Intensitätsverteilung im Fernfeld hinter der Probe
gemessen. Die detektierte Intensitätsverteilung wird Beugungsbild genannt. Ist das erste
Beugungsbild aufgenommen, wird die Probe oder der Strahl um eine Strecke, welche klei-
ner als der Durchmesser des Strahls ist, verschoben. Nun wird das nächste Beugungsbild
detektiert. Der Vorgang wird so oft wiederholt, bis das gesamte gewünschte Gesichts-
feld auf der Probe mindestens einmal vom Strahl bedeckt und ein korrespondierendes
Beugungsbild aufgenommen wurde. Eine schematische Darstellung des Messprozesses
ist in Abbildung 2.1(b) gegeben. Da die Entfernungen zwischen den verschiedenen Ras-
terpunkten auf der Probe bekannt sind und die Beugungsbilder teilweise redundante
Informationen über die Probe und den kohärenten Strahl enthalten, wird eine Trennung
der Proben- und Strahlinformationen möglich.
2.1.2 Modell und Rekonstruktion
Das Ziel eines Modells ist es ein reales Verhalten möglichst genau zu beschreiben. Stimmt
das Modell des Messprozesses hinreichend genau mit dem Verhalten des Lichts im
Experiment überein, kann durch eine iterative Implementierung des Modells, mit der
Randbedingung der gemessenen Beugungsbilder, eine gute Annäherung an die reale
Wechselwirkung des Lichts mit der Probe gefunden werden. In Anlehnung an [9] wird die
Probe durch die komplexe Funktion �(�) (engl.: Ďobject functionŞ) und der kohärente
Strahl in der Ebene der Probe durch die Beleuchtungsfunktion � (�) (engl.: Ďprobe
functionŞ) repräsentiert. Die Wechselwirkung zwischen der Beleuchtung � (�) und der
Probe�(�) kann im einfachen Fall einer dünnen Probe durch eine komplexe Multiplikation
ausgedrückt werden:
Ψ(�,�) = �(�) ≤ � (� ⊗ �) . (2.1)
Ψ(�,�) ist die Wellenfunktion des Lichts direkt hinter der Probe und � ist der Verschie-
bungsvektor zwischen Probe und Beleuchtung für den jeweils betrachteten Rasterpunkt.
Die Propagation des Lichts in die Ebene der gemessenen Beugungsbilder kann für den Fall,
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dass die Beugungsbilder im Fernfeld gemessen werden, durch eine Fouriertransformation
FT¶. . . ♢ abgebildet werden:
Ψ̃(�,�) = FT
︁
Ψ(�,�)
︁
. (2.2)
� ist die Koordinate im Fourier-Raum und Ψ̃(�,�) die Wellenfunktion des Lichts in der
Ebene der Beugungsbilder. Für die iterative Rekonstruktion kann nun das gemessene
Beugungsbild des jeweiligen Rasterpunktes � als Randbedingung eingesetzt werden. Die
Detektion einer Wellenfront erfolgt immer über die Detektion der Intensität �(�,�) =
♣Ψ̃(�,�)♣2 und kennzeichnet den Verlust der Phaseninformation. Das Einsetzen dieser
Randbedingung liefert eine korrigierte Wellenfunktion des Lichts Ψ̃�(�,�) in der Ebene
der Beugungsbilder:
Ψ̃�(�,�) =
︁
�(�,�) ≤ Ψ̃(�,�)
♣Ψ̃(�,�)♣
=
︁
�(�,�) ≤ exp
︁
iã(�,�)
⎡
. (2.3)
Wie aus der Gleichung ersichtlich ist, wird nur die Amplitude der Welle ersetzt, die berech-
nete Phase der Welle ã(�,�) bleibt erhalten. Durch eine inverse Fourier-Transformation
FT⊗1¶. . . ♢ wird die Welle Ψ̃�(�,�) zurück in die Ebene der Probe transformiert:
Ψ�(�,�) = FT⊗1
︁
Ψ̃�(�,�)
︁
. (2.4)
Es ist eine Eigenschaft der Fouriertransformation, beziehungsweise eine Eigenschaft
von jeglicher Lichtpropagation, dass Amplitudenanteile und Phasenanteile einer Welle
ineinander übergehen. Das ist der Grund, warum die Ersetzung der Amplitude der Welle
Ψ̃�(�,�) in der Ebene der Beugungsbilder eine Auswirkung auf die Amplitude und die
Phase der Welle in der Ebene der Probe Ψ�(�,�) hat. Die Wellenfunktion Ψ�(�,�) enthält
im Bezug auf die Wellenfunktion Ψ(�,�) also sowohl korrigierte Werte der Amplitude als
auch korrigierte Werte der Phase. Um aus der gewonnenen korrigierten Wellenfunktion
Ψ�(�,�) den Anteil der Proben- und den Anteil der Beleuchtungsfunktion zu trennen,
wird die besondere Art der Messung genutzt. Da die auf der Probe beleuchteten Bereiche
von benachbarten Rasterpunkten teilweise die gleichen Objektstrukturen enthalten, wirken
sie als selbstkonsistente Randbedingung auf die Rekonstruktion der Objektfunktion �(�)
und der Beleuchtungsfunktion � (�). Die jeweils aktualisierte Funktion �′(�) und � ′(�)
für die nächste Iteration erhält man über die Aktualisierungsfunktionen ��(�) und
�� (�):
�′(�) = �(�) + ��(�)
︁
Ψ�(�,�) ⊗ Ψ(�,�)
⎡
(2.5)
� ′(�) = � (�) + �� (�)
︁
Ψ�(�,�) ⊗ Ψ(�,�)
⎡
. (2.6)
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Mögliche Aktualisierungsfunktionen sind zum Beispiel [9]:
��(�) = Ð
� *(� ⊗ �)
♣� (� ⊗ �)♣2max
(2.7)
�� (�) = Ñ
�*(� + �)
♣�(� + �)♣2max
. (2.8)
Ð und Ñ sind Zahlen für die Aktualisierungsstärke, der Stern (*) bezeichnet die komplexe
Konjugation und ♣ . . . ♣max die Maximumsnorm. Nachdem das beschriebene Verfahren
von Gleichung 2.1 bis Gleichung 2.6 für alle im Experiment gemessenen Rasterpunkte �
durchgeführt wurde, ist eine Iteration des ePIE-Algorithmus abgeschlossen.
Werden die Anfangsbedingungen für �(�) und � (�) geeignet gewählt und durchläuft
der Algorithmus hinreichend viele Iterationen, konvergiert die Funktion �(�) gegen die
reale komplexe Transmissionsfunktion der Probe und die Funktion � (�) gegen die reale
komplexe Wellenfront des kohärenten Strahls. Die komplexen Funktionen können in
ihrer jeweiligen Amplituden- und Phasen-Darstellung wiedergegeben werden. Für die
Beleuchtungsfunktion � (�) = �� (�) ≤ exp(iã� (�)) bedeutet dies, dass sowohl die Ampli-
tude �� (�) und damit die Intensität �� (�) = �2� (�) und die Leistung �� (�) = �(�)�
2
pix
als auch die Phase ã� (�) des zur Untersuchung genutzten kohärenten Strahls in der
Ebene der Probe bekannt sind. �pix ist die Kantenlänge eines Pixels der Rekonstruktion.
Allerdings können mit der Ptychographie nur relative Werte rekonstruiert werden. Für
die Berechnung von Absolutwerten ist die zusätzliche Kenntnis über die Gesamtleistung
�ges des Strahls nötig. Ist diese bekannt und berechnet man die relative Gesamtleistung
� ges� =
︀
� �� (�) über die relative Leistung �� (�) an jedem Pixel �, so ergibt sich der
Absolutwert der Leistung für jedes Pixel � zu:
� (�) = �� (�) ≤
�ges
� ges�
= �� (�) ≤
�ges
︀
� �� (�)
. (2.9)
Der reale lokale Intensitätswert �(�) wird daraus unter Beachtung der rekonstruierten
Pixelgröße �pix gewonnen:
�(�) =
� (�)
�2pix
=
�� (�)�ges
�2pix
︀
� �� (�)
. (2.10)
Mit der Kenntnis von �(�) und ã� (�) in der Ebene der Probe lässt sich die Phase und
Intensität des Strahls durch Fresnel-Propagation in jeder beliebigen Ebene berechnen.
Der Strahl ist damit in allen drei Raumrichtungen komplett charakterisiert. Für die
Transmissionsfunktion der Probe bedeutet die Darstellung �(�) = ��(�) ≤ exp(iã�(�)),
dass die Phase ã�(�) den Phasenschub und ��(�) =
√
� die Amplitudendämpfung für
eine ebene Welle repräsentieren. � = � ≤ �⊗10 ist hierbei die aus dem Lambert-Beerschen
Gesetzt bekannte Transmission für Intensitäten. ��(�) ist auch hier eine relative Größe.
Sowohl die Amplitudendämpfung als auch der Phasenschub für eine ebene Welle (im
Folgenden nur ĎPhasenschubŞ genannt) lassen sich nur in Bezug auf einen anderen Wert
angeben. Das ist für den Vergleich der rekonstruierten Ergebnisse mit den Resultaten
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alternativer Messmethoden wichtig. Im Folgenden wird die Amplitudendämpfung ��(�)
und der Phasenschub ã�(�) durch die Probe mit den Größen der Transmission für die
Intensität � und dem Phasenschub Δ� ausgedrückt:
Δ�(�) ⊕ ã�(�) (2.11)
�(�)
�0
= � (�) ⊕ �2�(�) . (2.12)
Grenzen des Modells
Das im Vorangegangenen beschriebene Modell beinhaltet im Wesentlichen zwei Nä-
herungen. Zum einen wird die Wechselwirkung zwischen Licht und Probe durch eine
Multiplikation beschrieben, zum anderen ist die Propagation der Welle in die Ebene
der Detektion durch eine Fourier-Transformation dargestellt. Beide Näherungen können
durch das Verhalten einer charakteristischen Größe, der Fresnel-Zahl � , gerechtfertigt
werden. Sie beschreibt, in welchem Propagations-Regime sich eine Welle beĄndet. Die
Fresnel-Zahl ist deĄniert als:
� =
�2
�Ú
, (2.13)
wobei � eine charakteristische Strukturgröße, � der Abstand zwischen den zwei betrach-
teten Ebenen der Propagation und Ú die Wellenlänge ist. Für � ⪯ 1 beĄndet sich
die Welle im Fraunhofer-Regime, für � ≍= 1 beĄndet sich die Welle im Fresnel-Regime
und für � ⪰ 1 beĄndet sich die Welle im Regime der geometrischen Optik. Um die
Wechselwirkung zwischen Licht und Probe durch eine Multiplikation zu beschreiben,
sollte also für eine feste Wellenlänge Ú und einen Dicke der Probe � für die kleinste
Struktur �min in Probe oder Beleuchtung
�2min ⪰ �Ú (2.14)
gelten. Eine alternative Modellannahme zu dieser vereinfachten multiplikativen Wech-
selwirkung ist die Einführung mehrerer dünner Proben hintereinander, wobei die Wel-
lenausbreitung zwischen den dünnen Proben durch eine Nahfeldpropagation genähert
wird [12]. Soll die Propagation zwischen Probe und Detektionsebene durch eine Fourier-
Transformation abgebildet werden, so muss der Abstand zwischen Probe und Detektor
� für eine feste Wellenlänge Ú und für die größte Strukturgröße, den Durchmesser der
Beleuchtung �max, wie folgt gewählt werden:
� ⪰ �
2
max
Ú
. (2.15)
Sind beide Näherungen durch den experimentellen Aufbau gerechtfertigt, kann das
ptychographische Modell in der präsentierten Form angewandt werden.
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2.1.3 OrtsauĆösung
Da es sich bei der Ptychographie um eine indirekte Mikroskopiemethode handelt, ist
es schwierig ein eindeutiges Kriterium für die OrtsauĆösung der rekonstruierten Trans-
missionsfunktion der Probe und der rekonstruierten Wellenfront des Strahls zu Ąnden.
Eine Möglichkeit ist der Vergleich der rekonstruierten Struktur mit den Ergebnissen
einer alternativen etablierten Messmethode, wie zum Beispiel mit der Lichtmikroskopie.
Ist eine alternative Methode nur schwierig oder gar nicht anwendbar, kann durch die
Messung mehrerer Ptychogramme der gleichen Probe und dem gleichen Strahl über die
Bestimmung der Korrelation zwischen den rekonstruierten Daten eine obere Schranke
für die kleinste zuverlässig rekonstruierte Struktur gegeben werden. Die Methode ist
unter dem Namen der ĎFourier-Ring-KorrelationŞ bekannt [16, 17]. Da es sich bei der
Ptychographie um eine auf Streuung basierende Methode handelt, kann aber prinzipiell
die Bragg-Gleichung als Kriterium für die bestmöglich rekonstruierbare Strukturgröße
verwendet werden:
� =
Ú
2� sin Θ
. (2.16)
� ist die Strukturgröße, Ú die Wellenlänge des kohärenten Strahls, � der Brechungsindex
und Θ der Winkel zwischen dem gestreuten und dem ungestreuten Strahl. Wird im
Experiment ein Streusignal bei einem bestimmten Winkel gemessen, so hängt es von
der numerischen Auswertung ab, ob die Struktur rekonstruiert wird. Wird im Experi-
ment allerdings ab einem bestimmten maximalen Streuwinkel Θmax gar kein Streusignal
mehr gemessen, kann es prinzipiell keine Information über diese Strukturgröße mehr
geben. Der maximal gemessene Streuwinkel gibt demnach eine untere Schranke für die
rekonstruierbare OrtsauĆösung an: �min = Ú ≤ (2� sin Θmax)⊗1.
Rekonstruierte Pixelgröße
Die Pixelgröße für die ptychographisch rekonstruierte Wellenfront des Strahls und die
Transmissionsfunktion der Probe ergibt sich aus der Kantenlänge der Beugungsbilder �,
dem Abstand zwischen der Probe und dem Detektor � und der verwendeten Wellenlänge
Ú. Da die Pixelgröße �pix die kleinstmögliche Länge im Realraum (Ebene der Probe)
darstellt, ist der korrespondierende Streuvektor � = 2Þ�⊗1pix im Fourier-Raum der mit
dem Beugungsbild maximal messbare Streuvektor. Da die Fouriertransformation win-
kelerhaltend ist, kann über die vergleichende geometrische Betrachtung des Realraums
(Abbildung 2.2(a)) und des Fourier-Raums (Abbildung 2.2(b)) die Pixelgröße berechnet
werden:
sin Ò =
♣�♣
2♣�♣ =
1
2
≤ 2Þ
�pix
≤ Ú
2Þ
=
Ú
2�pix
(2.17)
tan Ò =
�
2�
(2.18)
=⇒ �pix =
Ú
2
sin⊗1
︁
arctan
�
2�
⎡
. (2.19)
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Abbildung 2.2: (a) Größen im Realraum: Kantenlänge des Beugungsbildes �, Abstand
zwischen Probe und Detektor � und Streuwinkel Ò; (b) Größen im Fourier-Raum:
größter messbarer Streuvektor �, ungestreuter Strahl � und gestreuter Strahl �′
2.2 Photorefraktiver Efekt
Der photorefraktive Efekt wurde 1966 durch A. Ashkin et al. erstmals dokumentiert
und als optisch induzierte Brechungsindexänderung beschrieben [18]. Sie fokussierten den
Strahl eines Gas-Lasers mit einer Leistung von einigen Milliwatt auf die ferroelektrischen
Kristalle Lithiumniobat und Lithiumtantalat und beobachteten in der Zeit von wenigen
Minuten die Ausbildung einer lokalen Brechungsindexänderung, welche den Laserstrahl
deformierte. Sie berichteten, dass die Stärke und Form der Brechungsindexänderung nach
einigen Minuten eine Sättigung erreiche und auch nach dem Ausschalten des Lasers über
Tage bis Monate im Kristall vorhanden blieb. Die Brechungsindexänderung konnte mit
kohärentem Licht der Wellenlänge 514,7 nm und 632,8 nm, mit inkohärentem sichtbaren
und ultraviolettem Licht, nicht aber mit kohärentem Infrarotlicht von 1152,6 nm und
1060 nm Wellenlänge erzeugt werden. Durch das Heizen der Kristalle auf ca. 170 ◇C
konnten sie die Brechungsindexänderung wieder löschen. Sie vermuteten ein Entstehen
von internen elektrischen Raumladungsfeldern, welche über den elektrooptischen Efekt
den Brechungsindex modulierten. Die Größe der Felder schätzten sie auf bis zu 106 V/m
ab. Eine umfassende Erklärung für das Entstehen des Raumladungsfeldes konnten sie
nicht liefern. Sie zogen aber in Betracht, dass es sich um Photoionisation der farbgeben-
den Zentren des Kristalls, eine anschließende Ladungswanderung und darauf folgende
Rekombination der Ladungsträger handeln könnte. Schon kurze Zeit nach der Entdeckung
des photorefraktiven Efekts wurde im Jahr 1968 von F. S. Chen eine systematische
Untersuchung der Brechungsindexänderung in Kristallen der gleichen Art in Abhänigkeit
von Zeit, Laserstrahlgröße und Laserintensität zur Veröfentlichung eingereicht [19]. Durch
die Dynamik und Form der Brechungsindexänderung motivierte er ein Modell, welches die
Brechungsindexänderung auf der Wanderung von Ladungsträgern im Leitungsband des
Kristalls begründete. Er nahm an, es gäbe zwei Typen von sogenannten Elektronen-Fallen
im Kristall. Die eine Art von Fallen sei vor der Beleuchtung des Kristalls mit je einem
Elektron besetzt, die andere Art sei zu Beginn des Prozesses leer. Durch das Beleuchten
des Kristalls würden Elektronen aus den besetzten Fallen energetisch in das Leitungsband
des Kristalls angeregt und ließen die ionisierten Fallen zurück. Chen schlug vor, dass es im
Kristall durch dessen spontane Polarisierung ein internes elektrisches Feld gäbe, welches
die Elektronen nach der Anregung veranlasse, sich bevorzugt entlang einer Richtung im
Kristall zu bewegen. Solange ein Elektron sich noch im beleuchteten Bereich befände,
würde es nach der energetischen Abregung in eine leere Falle wieder angeregt werden und
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so lange weiter wandern, bis es letztendlich außerhalb des beleuchteten Bereichs rekombi-
nierte. Die so entstehende Ladungsverteilung im Kristall ruft ein Raumladungsfeld hervor,
welches über den elektrooptischen Efekt zu einer Brechungsindexänderung führt. Dass die
Ladungsverteilung bei Raumtemperatur nicht relaxiert und die Brechungsindexänderung
somit über lange Zeit stabil bleibt, begründete er damit, dass es sich bei den Fallen
um sogenannte Ďtiefe FallenŞhandeln müsse. Die Elektronen würden damit eine gewisse
Mindestenergie benötigen, um angeregt zu werden. Bestätigt sah er diese Argumentati-
on dadurch, dass zum einen keine Brechungsindexänderung mit einer Wellenlänge von
1064 nm hervorgerufen wurde und zum anderen die Brechungsindexstruktur durch ein
Erhitzen des Kristalls auf über 170 ◇C wieder gelöscht wurde, da die thermische Energie
der Elektronen dann ausreicht, um das Leitungsband zu erreichen. Im gleichen Jahr
reichten F. S. Chen et al. eine Veröfentlichung über die Nutzung des photorefrakti-
ven Efekts in Lithiumniobat als Möglichkeit zur holographischen Datenspeicherung ein
[20]. Die Idee zur holographischen Datenspeicherung wurde von vielen Arbeitsgruppen
aufgegrifen und bis hin zur Vermarktung umgesetzt. Eine Vielzahl an möglichen An-
wendungen photorefraktiver Materialien und deren Prinzip ist in [21, 22, 23] gegeben.
Beide Veröfentlichungen von F. S. Chen legten wichtige Grundsteine für das prinzipielle
Verständnis der Photorefraktivität und deren kommerzieller Nutzung. Das präsentierte
Modell zur Ladungswanderung und das daraus resultierende Raumladungsfeld wurde
prinzipiell anerkannt und im nachfolgenden Jahrzehnt durch die Formulierung von N. V.
Kukhtarev et al. [24] unter dem Namen des ĎEin-Zentrum-ModellsŞ bekannt. Für die
Kristalle Lithiumniobat und Lithiumtantalat liefert das Modell gute Vorhersagen und
kann über einen weiten Intensitätsbereich angewandt werden [25].
Im Folgenden wird das in dieser Arbeit verwendete Probenmaterial Lithiumniobat kurz
vorgestellt. Da die Arbeit eine neue Methode für die Untersuchung photorefraktiver
Materialien präsentieren möchte, ist diese Art von Kristall als eines der am besten
bekannten photorefraktiven Materialien gewählt worden. Im darauf folgenden Abschnitt
wird das Ein-Zentrum-Modell und die Ladungsträgerdynamik während der Generation
der Brechungsindexänderung erläutert. Es folgt die Darlegung, wie aus der Umvertei-
lung von Ladungen im Material durch das entstehende elektrische Raumladungsfeld
eine Brechungsindexänderung entsteht. Für hohe Lichtintensitäten sind Abweichungen
vom Ein-Zentrum-Modell bekannt. Diese werden im letzten Teil des Kapitels 2.2 kurz
angesprochen und es wird auf weitere mögliche Modelle der Ladungswanderung verwiesen.
2.2.1 Lithiumniobat - Musterbeispiel für die Photorefraktivität
Allgemeine Eigenschaften
Lithiumniobat (LiNbO3) ist ein optisch nahezu transparenter Kristall, welcher keine
natürlichen Vorkommen besitzt. LiNbO3 kristallisiert in der trigonalen Raumgruppe R3c.
Wegen der vielfältigen Anwendung im Bereich der Optik wurde in der zweiten Hälfte
des vergangenen Jahrhunderts die Abhängigkeit der Materialparameter in Bezug auf die
Züchtung und Bearbeitung des Materials eingehend erforscht. Die kristallographischen,
elektrischen, mechanischen und optischen Eigenschaften sind zum Beispiel im Artikel von
R. S. Weis und T. K. Gaylord [26] oder in den Büchern [27, 22] nachzulesen. LiNbO3

18 2 Theoretische Vorbetrachtungen
und �Fe2+ sind intensiv erforscht und die Kenntnis dieser Größen erlaubt eine präzise
Auswertung der gesammelten photorefraktiven Messgrößen. Weitergehende Informationen
und Zitationen zur Abhängigkeit der Kristalleigenschaften von der Dotierung können
aus [25] entnommen werden. In dieser Arbeit werden Eisen-dotierte LiNbO3-Kristalle
verwendet. Die zusätzliche Dotierung ist in der Strukturformel durch einen Doppelpunkt
und das dotierte Element gekennzeichnet: LiNbO3:Fe.
Die Dotierungsstärke �dot eines Kristalls wird üblicherweise vom Hersteller in der Einheit
mol% angegeben. Die Dichte der Eisenatome �Fe errechnet sich daraus über die Avogadro-
Konstante �A, die Dichte � und die molare Masse �mol des Kristalls zu:
�Fe = �dot ≤
�A ≤ �
�mol
= �Fe3+ +�Fe2+ . (2.20)
Um das Dichteverhältnis der zwei Valenzzustände des Eisens zu ermitteln, wird der
Absorptionskoeizient Ð des Lambert-Beerschen Gesetztes spektral aufgelöst gemessen.
Mit Hilfe der Werte in der Veröfentlichung von H. Kurz und E. Krätzig [28], welche opti-
sche Absorptionsmessungen mit Elektronenspinresonanz- und Mössbauer-Spektroskopie
verknüpft haben, ist es möglich aus der optisch gemessenen Absorption die Dichte von
Fe2+-Atomen im Kristall zu bestimmen. Beide Größen sind über den Wirkungsquer-
schnitt à verknüpft. Für eine Wellenlänge von 477 nm und eine Polarisation des Lichtes
in ordentlicher Richtung (1- oder 2-Richtung) ist folgender Zusammenhang bekannt [27]:
�Fe2+ = à
⊗1(477 nm) ≤ Ð22(477 nm) = (2,16 ∘ 0,70) ≤ 1021 m⊗2 ≤ Ð22(477 nm) . (2.21)
Für die Berechnung von Ð aus der mittels eines Spektrometers gemessenen Transmission
� muss allerdings noch der EinĆuss der AR-Beschichtung beachtet werden. Sowohl die
Beschichtung als auch das LiNbO3:Fe liefern einen wellenlängenabhängigen Beitrag zur
Transmission � , allerdings ist der Beitrag der AR-Beschichtung unabhängig von der
Kristalldicke �:
� (�) = �LiNbO
3
:Fe(�) ≤ �AR-Beschichtung = exp(⊗Ð�) ≤ �AR-Beschichtung . (2.22)
Durch die Messungen der Transmission � bei unterschiedlicher Kristalldicke � kann
sowohl der Absorptionskoeizient Ð als auch die Transmission der AR-Beschichtung
berechnet werden:
⊗ ln
︀
� (�)
︃
= Ð ≤ �⊗ ln
︀
�AR-Beschichtung
︃
. (2.23)
Der Absorptionskoeizient Ð ergibt sich aus dem Anstieg der Funktion ⊗ ln(� (�)) und der
natürliche Logarithmus der Transmission der AR-Beschichtung aus dem Ordinaten-Wert
bei � = 0.
Aus den Gleichungen 2.20, 2.21 und 2.23 können mit den entsprechenden Messungen die
Werte für die Dichten �Fe3+ und �Fe2+ bestimmt werden. Sind diese bekannt, können
die photorefraktiven Messgrößen eines speziĄschen LiNbO3:Fe-Kristalls verallgemeinert
werden.
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2.2.2 Ein-Zentrum-Modell
Wie im einleitenden Teil des Kapitels bereits erwähnt, wird der photorefraktive Efekt
in LiNbO3:Fe bei gewöhnlichen Intensitäten gut durch die Ratengleichungen des Ein-
Zentrum-Modells beschrieben. Die Gleichungen beschreiben die Dynamik der Ladungträ-
ger im Material bei Vorhandensein eines photoaktiven Zentrums mit zwei Valenzzuständen.
Die Ladungsträger im Fall von LiNbO3:Fe sind Elektronen. Die Dynamik von Löchern
spielt für LiNbO3:Fe erst bei der Bestrahlung mit ultraviolettem Licht eine Rolle [25].
Das photoaktive Zentrum mit zwei Valenzzuständen ist für LiNbO3:Fe Eisen, welches sich
energetisch zwischen dem Valenz- und dem Leitungsband beĄndet. Eine schematische
Darstellung des Modells ist in Abbildung 2.3(b) gegeben. Durch das Bestrahlen mit Licht
einer geeigneten Wellenlänge wird ein Fe2+-Zentrum durch die Absorption eines Photons
der Energie ℎÜ in ein Fe3+-Zentrum umgewandelt und gibt ein Elektron (e–) an das
Leitungsband ab:
Fe2+ + ℎÜ ⊃ Fe3+ + e⊗ .
Das angeregte Elektron kann sich nun für eine kurze Zeit quasifrei im Kristall bewegen
und seinen Ort wechseln. Die Bewegung der Elektronen wird durch die Stromdichte �
beschrieben. Sie beinhaltet alle physikalischen Prozesse, welche zu einer Bewegung der
Elektronen im Leitungsband führen. Darauf folgt die energetische Abregung des Elektrons
zurück in ein Fe3+-Zentrum, wobei der Übergang strahlungsfrei erfolgt:
Fe3+ + e⊗ ⊃ Fe2+ .
BeĄndet sich das so entstandene Fe2+-Zentrum auch im beleuchteten Bereich des Kristalls,
beginnt der Prozess von neuem. BeĄndet sich das entstandene Fe2+-Zentrum nicht im
beleuchteten Bereich, bleib die Valenz des Eisen-Atoms erhalten. Mathematisch wird der
Prozess durch die folgenden Ratengleichungen ausgedrückt:
��
��
=
︃
��
ℎÜ
+ Ñ
︃
�Fe2+ ⊗ ��Fe3+� +
div�
�
(2.24)
��Fe3+
��
=
︃
��
ℎÜ
+ Ñ
︃
�Fe2+ ⊗ ��Fe3+� (2.25)
div� = ⊗��
��
(2.26)
� = � ≤
︀
�Fe3+ ⊗�Fe2+ ⊗� ⊗�c
︃
(2.27)
� = �drift + �diff + �pvt (2.28)
Gleichung 2.24 beschreibt die zeitliche Änderung der Elektronendichte � im Leitungs-
band. Im ersten Term wird die Anregung, im zweiten Term die Abregung von Elektronen
ausgedrückt. � ist die Wahrscheinlichkeit der Generation eines Elektrons durch die Ab-
sorption eines Photons, � ist die Wahrscheinlichkeit der Rekombination eines Elektrons.
Da die Rate der angeregten Elektronen proportional zum Fluss der Photonen ist, wird die
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Intensität des Lichts � im Generationsterm durch die Energie eines Photons ℎÜ geteilt.
Ñ ist die Wahrscheinlichkeit zur thermischen Anregung. Der dritte Term in Gleichung
2.24 berücksichtigt die Möglichkeit der Wanderung von Elektronen im Leitungsband. �
bezeichnet die Ladung eines Elektrons. Gleichung 2.25 drückt die zeitliche Änderung
der Fe3+-Dichte aus. Bis auf den Wanderungsterm der Elektronen ist die Änderung der
Fe3+-Dichte gleich der Änderung der Elektronendichte. Gleichung 2.26 ist die Kontinui-
tätsgleichung, wobei die Ladungsdichte � durch die Fe3+-Dichte �Fe3+, die Fe
2+-Dichte
�Fe2+, die Elektronendichte � und die Dichte der Kompensationsladungen �� gegeben
ist (Gleichung 2.27). Die Kompensationsladungen sind dafür verantwortlich, dass das Kris-
tallgitter des LiNbO3:Fe im Ausgangszustand trotz einer Ungleichheit von Fe
2+-Dichte
und Fe3+-Dichte elektrisch neutral ist. Veranschaulicht bedeutet dies, dass um jedes Fe2+-
und Fe3+-Atom das Kristallgitter während des Kristallwachstums so aufgebaut wird, dass
anders geladene Atome die Ladung des Eisens abschirmen und das Kristallgitter insgesamt
elektrisch neutral bleibt. Die Größe der Kompensationsladungsdichte �� errechnet sich
damit einfach durch die Fe3+-Dichte minus der Fe2+-Dichte im Ausganszustand bei � = 0:
�� = �Fe3+(� = 0) ⊗�Fe2+(� = 0) . (2.29)
Gleichung 2.28 speziĄziert die drei möglichen Prozesse, auf Grund derer sich Elektronen
im Leitungsband bewegen können. Zum einen werden die Ladungsträger nach dem
Ohmschen Gesetz bewegt. Je nach Vorzeichen wandern die Ladungen mit einer gewissen
Mobilität Û entlang oder entgegen des elektrischen Feldes �. Der entsprechende Term
der Stromdichte wird als Driftstromdichte bezeichnet:
�drift = ��Û� . (2.30)
Des Weiteren stellt sich durch eine lokal unterschiedliche Dichte von beweglichen Teilchen
(hier die Elektronen) immer auch der Prozess der Difusion ein, welcher die räumliche
Gleichverteilung der Teilchen befördert. Durch eine räumlich begrenzte Beleuchtung des
Kristalls ist der Prozess relevant und wird durch die Difusionsstromdichte beschrieben:
�diff = �� grad� = �B�Û grad� . (2.31)
� ist die Difusionskonstante, welche durch die Einstein-Smoluchowski-Beziehung auch
durch die Boltzmann-Konstante �B, die Temperatur � , die Elementarladung und die Mobi-
lität Û ausgedrückt werden kann. Ein besonderer ladungstreibender Efekt in Kristallen mit
einer spontanen elektrischen Polarisierung wie LiNbO3:Fe, ist der photovoltaische Efekt,
auch photogalvanischer Efekt genannt. Die generierte Stromdichte ist dabei proportional
zur Absorption des LiNbO3:Fe und der lokalen Intensität und Polarisation des Lichts
[29]. Die Polarisationsabhängigkeit kann auf die Orientierung der Elektronen-Orbitale
der Eisenzentren bezüglich der Kristallachsen zurückgeführt werden. Die photovoltaische
Stromdichte wird über den empirischen photovoltaischen Tensor Ñ berechnet:
(�pvt)� =
1
2
︀
Ñ����
*
��� + c.c.
︃
. (2.32)
Der Stern (*) kennzeichnet die komplexe Konjugation der Größe, c.c. ersetzt das komplex
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Konjugierte des ersten Teils der Gleichung und �� ist eine Komponente des elektrischen
Feldes des Lichts. Aus Symmetriegründen sind für viele Materialien manche Komponenten
des photovoltaischen Tensors gleich Null. Für LiNbO3:Fe ist der Tensor in Appendix B
verzeichnet. Es ist bekannt, dass die photovoltaische Stromdichte proportional zur Fe2+-
Dichte ist [29]. Die photovoltaische Stromdichte wird deshalb mittels eines reduzierten
photovoltaischen Tensors Ñred formuliert und die Abhängigkeit explizit ausgeschrieben:
(�pvt)� =
�� �2+
2
︀
Ñred����
*
��� + c.c.
︃
. (2.33)
In vielen photorefraktiven Materialien spielen alle drei der genannten ladungstreibenden
Mechanismen eine Rolle. Es ist zu beachten, dass durch das Wandern von Elektronen im
Leitungsband und die daraus folgende lokale Umverteilung der Fe2+- und Fe3+-Atome
ein internes elektrisches Raumladungsfeld entsteht. Dieses Raumladungsfeld ist der
ursprünglich stärksten Stromrichtung entgegengesetzt und führt über die Driftstromdichte
selbst wieder zu einem Beitrag in der Stromdichte. Das Raumladungsfeld � ist über
das Gaußsche Gesetz zusammen mit der Permittivität für statische Felder �̃ und die
Permittivität des Vakuums �0 mit der Ladungsdichte � verknüpft:
div
︀
�0�̃�
︃
= � . (2.34)
Ohne ein externes elektrisches Feld ist in LiNbO3:Fe der photovoltaische Efekt dominant
gegenüber der Difusion [25]. Das heißt, zu Beginn der Lichteinwirkung auf den Kristall
werden sich die Elektronen im Leitungsband entlang bestimmter Vorzugsrichtungen be-
wegen. Diese sind durch den photovoltaischen Tensor Ñ bestimmt. Durch die Wanderung
selbst entsteht ein internes Raumladungsfeld, welches der photovoltaischen Stromdichte
entgegengerichtet ist. Solange der Driftstrom durch das Raumladungsfeld kleiner als
die photovoltaische Stromdichte ist, wandern Elektronen entlang der Vorzugsrichtungen.
Ist die lokale Umverteilung von Ladungen groß genug, so kompensiert die Driftstrom-
dichte durch das Raumladungsfeld die photovoltaische Stromdichte genau. Es bildet
sich ein stabiler Zustand heraus, welcher auch als Zustand der Sättigung bezeichnet
wird. Unter Vernachlässigung der Difusion ändert sich die Ladungsverteilung und das
Raumladungsfeld durch weiteres Bestrahlen mit der gleichen Intensitätsverteilung nicht
mehr. Auch nach dem Ende der Bestrahlung mit Licht bleibt das Raumladungsfeld im
Kristall vorhanden, da die Wahrscheinlichkeit der thermischen Anregung von Elektronen
vernachlässigbar klein ist. In Abbildung 2.4(a) ist diese prinzipielle Dynamik des Prozes-
ses für den Fall eines lokal begrenzten kreisförmigen Strahls skizziert. Der Prozess der
Ladungsumverteilung wird als ĎSchreibenŞ bezeichnet. Der für diesen Prozess verwendete
Laserstrahl ist der sogenannte Ďschreibende StrahlŞ.
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Abbildung 2.4: (a) Schematische Darstellung der Ladungswanderung: (1) Lokal
begrenzte Beleuchtung des Kristalls durch den schreibenden Strahl, (2) Elektronen-
wanderung entlang einer Vorzugsrichtung, (3) Durch die Ladungswanderung entstehen
Bereiche positiver und negativer Ladungsdichte, (4) Die Ladungsdichte erzeugt ein
elektrisches Raumladungsfeld � im Kristall; (b) Skizzierte Brechungsindexänderung
Δ�33 durch das elektrische Feld aus Abbildung (a(4)) für Licht mit außerordentlicher
Polarisation
2.2.3 Brechungsindexänderung
Durch die Umverteilung von Ladungen während des Prozesses des Schreibens entsteht ein
elektrisches Raumladungsfeld E. Da der untersuchte Kristall LiNbO3:Fe eine spontane
elektrische Polarisierung aufweist und damit zur Gruppe der optisch anisotropen Medien
gehört, besitzt er die Möglichkeit zur Zwei-Wellen-Mischung. Insbesondere besteht die
Möglichkeit zur Wellen-Mischung zwischen dem statischen Raumladungsfeld mit dem
elektrischen Feld des Lichts, welches den Kristall durchstrahlt. Das Phänomen wird als
elektrooptischer Efekt, oder auch Pockels-Efekt, bezeichnet und über die Änderung der
Permittivität � in Abhängigkeit des elektrischen Feldes formuliert. Neben dem elektroopti-
schen Efekt besitzt der Kristall auf Grund seiner Anisotropie auch einen piezoelektrischen
Efekt, welcher das Entstehen einer elektrischen Spannung auf Grund der Verformung
des Kristalls beschreibt. Der umgekehrte Efekt, bei welchem ein elektrisches Feld zur
Volumenänderung des Materials führt, nennt sich inverser piezoelektrischen Efekt. Über
den photoelastischen Efekt kann die Änderung des Volumens wiederum als Änderung
der Permittivität � aufgefasst werden. Durch die Präsenz eines elektrischen Feldes im
Kristall wird also zusätzlich zum elektrooptischen Efekt durch das Zusammenwirken
des inversen piezoelektrischen Efekts und des photoelastischen Efekts eine Änderung
der Permittivität bewirkt. Die gesamte Änderung der Permittivität wird durch folgende
Gleichung beschrieben:
Δ
1
���
= �������� + �
S
����� , (2.35)
� ist der photoelastische Tensor, � ist die Dehnung des Kristalls, �S ist der linear
elektrooptische Tensor ohne Dehnung, auch als ĎgespannterŞ linear elektrooptischer
Tensor bezeichnet, und � ist das elektrische Feld. Höhere Terme im elektrischen Feld,
wie die des quadratischen elektrooptischen Efekts, sind für LiNbO3:Fe vernachlässigbar
[30]. Für den Fall eines ungespannten, also frei stehenden, Kristalls kann die Dehnung
��� = ������ durch den piezoelektrischen Tensor � aus dem elektrischen Feld � berechnet
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werden. Da die Änderung der Permittivität damit allein vom Feld � abhängt, werden
die Tensorelemente von p, d und �S zum ĎungespanntenŞ linear elektrooptischen Tensor
�T��� = ��������� + �
S
��� zusammengefasst. Die Änderung der Permittivität vereinfacht sich
so zu:
Δ
1
���
= �T����� . (2.36)
Die Werte der Tensoren �T, p und d sind in Appendix B verzeichnet. Für ein räumlich
stark moduliertes elektrisches Feld, wie es zum Beispiel beim Schreiben holographischer
Gitter entsteht, sind für die Beschreibung weder die Koeizienten von rS noch von rT
die richtige Wahl. Es muss eine Überlagerung der Koeizienten in Abhängigkeit der
räumlichen Periode des Feldes betrachtet werden [31, 32]. Da in den Experimenten der
vorliegenden Arbeit allerdings nur Raumladungsfelder mit einer schwachen räumlichen
Variation in Bezug auf die Längenskala der Wellenlänge des Lichts erzeugt werden, ist
die Nutzung von Gleichung 2.36 gerechtfertigt.
Für Materialien mit einer magnetischen Permeabilität von eins gilt für den Brechungsindex
� und die Permittivität � die Relation �2�� = ��� . Die Änderung der Permittivität ist
demnach gleichbedeutend einer Änderung des Brechungsindex. Für kleine Änderungen
des Brechungsindex kann die linke Seite von Gleichung 2.36 entwickelt werden:
Δ
1
���
= Δ
1
�2��
≍= ⊗ 2
�3��
Δ��� . (2.37)
Die Änderung des Brechungsindex ist damit unter Beachtung von Gleichung 2.36 pro-
portional zum elektrischen Feld im Kristall und abhängig von der Polarisation des
Lichts:
Δ��� = ⊗
�3��
2
�T����� . (2.38)
Welche Richtungen des elektrischen Feldes eine Brechungsindexänderung für welche Pola-
risation des Lichts hervorrufen, ist an den Komponenten des elektrooptischen Tensors �T
ablesbar. Im experimentellen Teil dieser Arbeit wird linear polarisiertes Licht verwendet,
wobei die Polarisation entweder parallel der 2-Achse oder parallel der 3-Achse des Kristalls
gewählt wird. Die Brechungsindexänderungen für beide Spezialfälle ergeben sich zu:
Δ�22 = ⊗
�322
2
Δ
1
�22
= ⊗�
3
22
2
(�T222�2 + �
T
223�3) (2.39)
Δ�33 = ⊗
�333
2
Δ
1
�33
= ⊗�
3
33
2
�T333�3 . (2.40)
Im letzten Schritt wurde in beiden Gleichungen berücksichtigt, dass auf Grund der Sym-
metrie des Kristalls einige Komponenten des elektrooptischen Tensors gleich Null sind
(siehe Appendix B). Die Änderung des Brechungsindex kann auch ohne die Näherung der
Gleichung 2.37 über die Drehung und Dehnung des Brechungsindexellipsoids berechnet
werden. Für den Spezialfall der im Experiment verwendeten Polarisationen ist die Herlei-
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tung der Gleichungen in Appendix C nachzulesen. Aus der Herleitung der ungenäherten
Brechungsindexänderung wird folgende Bedingung für die Gültigkeit der Näherung in
Gleichung 2.37 und den daraus folgenden Gleichungen 2.39 und 2.40 abgleitet (Gleichung
C.33):
1 ⪰
︃
︃
︃
︃
︃
1/�2
33
⊗ 1/�2
22
Δ1/�22 ⊗ Δ1/�33 ⊗ 2Δ1/�23
︃
︃
︃
︃
︃
1 ⪰
︃
︃
︃
︃
︃
1/�2
33
⊗ 1/�2
22
︀
�T222 ⊗ 2�T232
︃
�2 +
︀
�T223 ⊗ �T333
︃
�3
︃
︃
︃
︃
︃
. (2.41)
Um die Gleichungen 2.39 und 2.40 zu verwenden, muss für die Komponenten des Raum-
ladungsfeldes immer auch Gleichung 2.41 erfüllt sein.
Der erläuterte Zusammenhang zwischen dem Brechungsindex des Kristalls und einem
elektrischen Feld führt beim Beleuchten des Kristalls mit Licht auf Grund der Ladungs-
trägerdynamik und des daraus resultierenden Raumladunsfeldes zu einer permanenten
Änderung der Brechungsindexänderung, bis der Zustand der Sättigung erreicht ist.
Der Zusammenhang in Gleichung 2.40, in welcher die Brechungsindexänderung von
außerordentlich polarisiertem Licht Δ�33 als einzig von der dritten Komponente des
Raumladungsfeldes �3 beschrieben wird, ist in Abbildung 2.4(b) in Bezug auf das Raum-
ladungsfeld in Abbildung (a(4)) skizziert. In Bereichen, in denen die �3-Komponente
parallel der 3-Richtung liegt, ist die Brechungsindexänderung Δ�33 negativ. In Bereichen,
in denen die �3-Komponente antiparallel der 3-Richtung liegt, ist die Brechungsindexände-
rung Δ�33 positiv. Das Licht erfährt durch die Erzeugung der Ladungsumverteilung und
die damit entstehende Änderung des Brechungsindex eine zeitlich gekoppelte indirekte
Wechselwirkung mit dem Kristall. Die Lichtverteilung wird durch die Brechungsindex-
änderung beeinĆusst, wobei dies wiederum eine Änderung der Brechungsindexänderung
herbeiführt. Dieser Prozess aus dem Zusammenwirken von Ladungsumverteilung, wel-
che maßgeblich durch den photovoltaischen Efekt bestimmt ist, und dem Entstehen
einer Brechungsindexänderung über den elektrooptischen Efekt, durch das sich aufbau-
ende Raumladungsfeld, wird zusammenfassend als Phänomen der Photorefraktivität
bezeichnet.
2.2.4 Hohe Intensitäten
Anfang der Neunziger Jahre gingen einige Wissenschaftler dazu über, den photorefrak-
tiven Efekt in LiNbO3 bei höheren Lichtintensitäten systematisch zu untersuchen. O.
Althof und E. Krätzig veröfentlichten 1990 eine Untersuchung der Brechungsindex-
änderung in LiNbO3 und LiNbO3:Fe in Abhängigkeit der Intensität des schreibenden
Strahls [33]. Sie stellten fest, dass oberhalb einer Intensität von etwa 5 ≤ 105 W/m2 eine
zusätzliche Brechungsindexänderung stattĄndet, welche nicht vom Ein-Zentrum-Modell
erklärt werden kann. Die zusätzliche Brechungsindexänderung konnte sowohl in Eisen-
dotierten als auch in undotierten Kristallen gemessen werden und wies eine Korrelation
der räumlichen Verteilung der Brechungsindexänderung in beiden Kristallarten auf. Die
dokumentierte Unabhängigkeit der zusätzlichen Brechungsindexänderung von der Eisen-
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dotierung des Kristalls wurde als weiteres photoaktives Zentrum, welches zusätzlich zu
den Fe3+- und Fe2+-Zentren im Kristall vorhanden sein müsse, interpretiert [34]. In den
folgenden Jahren wurde das Verhalten weiter untersucht. Es wurde festgestellt, dass es bei
hohen Lichtintensitäten eine Intensitätsabhängigkeit der Absorption gibt, und dass die
intensitätsabhängige zusätzlichen Brechungsindexänderung durch einen weiteren Beitrag
in der photovoltaischen Stromdichte, welcher proportional zu �2 ist, erklärt werden kann.
Es wurde vorgeschlagen, dass diese Beobachtungen mit einem sogenannten Ćachen photo-
aktiven Zentrum, welches energetisch wenig unterhalb des Leitungsbandes ausgebildet
ist, erklärt werden [35]. Als mögliche Beschreibung der Ladungsträgerdynamik wurde das
Zwei-Zentren Modell etabliert und das Ćache photoaktive Zentrum als Nb-Atom auf einem
Li-Gitterplatz identiĄziert [36]. Dieses Ćache photoaktive Zentrum wird als kleines Polaron
bezeichnet und entsteht durch die attraktive Wechselwirkung zwischen einem Nb5+-Atom
auf einem Li+-Gitterplatz und einem Elektron. Für LiNbO3 aus der kongruente Schmelze
beträgt die Konzentration dieser NbLi-Defekte ca. 1 mol% [25]. Für diese Arbeit wurde
die Intensität des zum Schreiben verwendeten Lasers kleiner als 5 ≤ 105 W/m2 gewählt,
um die Ergebnisse der Messungen im Rahmen des Ein-Zentrum-Modells interpretieren
zu können.
2.3 Raumladungsfeld
2.3.1 Ableitung des Feldes aus den Messgrößen
Der mittels der Ptychographie rekonstruierte lokale Phasenschub des Kristalls Δ���
kann für die Berechnung des im Kristall lokal vorhandenen Raumladungsfeldes genutzt
werden. Die Änderung des Brechungsindex ist über die Dicke des Kristalls � direkt mit
der Änderung der optischen Weglänge Δ��� = Δ��� ≤ � verknüpft. Über die Relation
∆�ij/2Þ = ∆�ij/Ú lässt sich eine Proportionalität zwischen der Brechungsindexänderung
und dem Phasenschub des Kristalls Δ��� herstellen:
Δ��� =
2Þ ≤ �
Ú
≤ Δ��� . (2.42)
Die Brechungsindexänderung ist über Gleichung 2.38 direkt mit dem elektrischen Feld
verbunden. Ohne das Anlegen externer elektrischer Felder an den Kristall ist die ein-
zige Quelle für die Brechungsindexänderung das Raumladungsfeld �, welches durch
die während des Schreibens generierte Raumladungsverteilung erzeugt wird. Es exis-
tieren drei Komponenten des Feldes, zwei Komponenten senkrecht zur Strahlrichtung
des schreibenden Strahls (�2 und �3) und eine Komponente parallel zur Strahlrichtung
des schreibenden Strahls (�1). In Anlehnung an die Bezeichnung des Ďschreibenden
StrahlsŞ für den Laserstrahl, welcher zum Erzeugen der Brechungsindexänderung genutzt
wird, ist der Laserstrahl, welcher für die ptychographische Messung der induzierten
Brechungsindexänderung genutzt wird, als Ďlesender StrahlŞ bezeichnet. Um die Bre-
chungsindexänderung während dem ĎLesenŞ nicht zu verändern, ist die Intensität des
lesenden Strahls um mehrere Größenordnungen kleiner als die Intensität des schreibenden
Strahls.
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Feldkomponenten senkrecht zur Strahlrichtung
Unter Erfüllung der Näherung aus Gleichung 2.41 können mit den Gleichungen 2.39
und 2.40 die Komponenten �2 und �3 aus den Brechungsindexänderungen Δ�22 und
Δ�33 abgeleitet werden. Mit Gleichung 2.42 berechnet sich der Phasenschub für eine
ebene Welle aus der Brechungsindexänderung. Wird das zeitlich und räumlich Ąxierte
Raumladungsfeld im Kristall mit zwei Messungen vermessen, wobei die lineare Polarisation
des Lichts einmal parallel der 2-Achse und einmal parallel der 3-Achse des Kristalls gelegt
ist, so kann das Raumladungsfeld wie folgt aus dem gemessenen Phasenschub berechnet
werden:
�2 =
2
�T222
︃
�T223
�T333
Δ�33
�333
⊗ Δ�22
�322
︃
=
Ú
�Þ�T222
︃
�T223
�T333
Δ�33
�333
⊗ Δ�22
�322
︃
(2.43)
�3 = ⊗
2
�T333
Δ�33
�333
= ⊗ Ú
�Þ�T333
Δ�33
�333
. (2.44)
Da der ptychographisch rekonstruierte Phasenschub Δ��� eine additive Messgröße ist,
welche auf dem Weg des Lichts entlang der gesamten Dicke des Kristalls generiert wird,
stellen die berechneten Größen �2 und �3 über die Dicke des Kristalls gemittelte Größen
dar.
Feldkomponente parallel zur Strahlrichtung
Um Informationen über alle drei Komponenten des Raumladungsfeldes zu erhalten,
reichen zwei verschiedene Messungen des Phasenschubs nicht aus. Die �1 Komponente ist
die Komponente des elektrischen Feldes, welche parallel der Richtung des schreibenden
Strahls verläuft. Informationen über die Feldverteilung in Strahlrichtung können zum
Beispiel über eine Messung des Phasenschubs mit einem lesenden Strahls gesammelt
werden, welcher in einem Winkel von 90° zum schreibenden Strahl steht [37]. Ist diese
Messung nicht möglich, können zusätzliche Annahmen über die �1 Komponente des
Raumladungsfeldes getrofen werden.
Dem Experiment angepasste Näherungen
Ändert sich das IntensitätsproĄl des schreibenden Strahls durch die Propagation innerhalb
des Kristall nicht, so kann für jede inĄnitesimal dünne Scheibe des Kristalls die gleiche
Intensitätsverteilung angenommen werden. Die Ladungswanderung in jeder Scheibe
ist demnach äquivalent und damit auch das entstehende elektrische Feld in 2- und 3-
Richtung. Die Ladungsverteilung in 1-Richtung ist homogen, weshalb kein elektrisches
Feld in diese Richtung entsteht (�1 = 0). Für einen Parallelstrahl kann die Änderung
des IntensitätsproĄls durch Propagation vernachlässigt werden, solange die Fresnel-Zahl
� wesentlich größer als Eins ist:
� =
�2
�Ú
⪰ 1 . (2.45)
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� ist hier der Strahldurchmesser, � die Propagationslänge und Ú die Wellenlänge des
Lichts. Um die Änderung des IntensitätsproĄls innerhalb des Kristalls zu vernachlässigen
und damit die Näherung �1 ≍= 0 zu erfüllen, muss folglich zum einen die Bedingung für
die Dicke des Kristalls �:
� ⪯ �
2
Ú
(2.46)
erfüllt sein und zum anderen die Änderung der Wellenfront durch die Streuung an
kristallinternen Streuzentren vernachlässigbar klein sein. Für eine hinreichende Dicke des
Kristalls werden durch parasitäre Streuung sich selbst verstärkende holographische Gitter
in das Volumen des Kristalls geschrieben. Der Prozess basiert auf der Interferenz der
schwachen Streustrahlung, wie sie zum Beispiel an Gitterfehlstellen entsteht, mit dem
ungestreuten schreibenden Strahl (Pumpstrahl) und der daraus folgenden Intensitäts- und
damit Brechungsindexmodulation im Volumen des Kristalls [38, 39]. Die Intensität eines
Streustrahls �s hinter dem Kristall für einen bestimmten Streuwinkel ergibt sich aus der
initialen Streuintensität am kristallinternen Streuzentrum � initials , dem materialspeziĄschen
und winkelabhängigen Verstärkungsfaktor Γ und der efektiven Wechselwirkungslänge
�eff:
�s = �
initial
s exp
︀
Γ�eff
︃
. (2.47)
Die Verstärkung von Streustrahlung im Kristall ist damit komplett über den Wert
von exp(Γ�eff) bestimmt. Um eine Abschätzung über den Beitrag der Verstärkung von
Streustrahlung zu erhalten, kann �eff ≍= � gesetzt werden. Die zweite Bedingung für
die Vernachlässigung der Änderung der Intensitätsverteilung des schreibenden Strahls
innerhalb des Kristalls durch holographische Verstärkung von parasitärer Streuung lässt
sich wie folgt angeben:
exp
︀
Γ�
︃ ≍= 1 . (2.48)
Sind für eine Kristalldicke � sowohl die Gleichung 2.46 als auch die Gleichung 2.48
erfüllt, ist die Näherung �1 ≍= 0 für einen zum Schreiben verwendeten Parallelstrahl
zulässig. Die Generation der Brechungsindexänderung, wie sie in Abbildung 2.4 skizziert
ist, kann unter dieser Näherung eines dünnen Kristalls als Seitenansicht des Kristalls
wie in Abbildung 2.5 dargestellt werden. Für den Fall der Gültigkeit beider Näherungen
sind die Gleichungen 2.43 und 2.44 für die Berechnung der �2 und �3 Komponente
des Raumladungsfeldes nicht mehr als gemittelte Werte zu verstehen, sondern für jede
inĄnitesimal dünne Scheibe des Kristalls gültig.
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Abbildung 2.5: (a) Seitenansicht von Abb. 2.4 unter den Näherungen der Gleichungen
2.46 und 2.48 für die Kristalldicke �: (1) Die Intensitätsverteilung des schreibenden
Strahls ändert sich entlang der 1-Richtung nicht, (2) Elektronenwanderung entlang
einer Vorzugsrichtung, (3) Durch die Ladungswanderung entsteht eine entlang der
1-Richtung homogene Ladungsverteilung, (4) Das elektrisches Raumladungsfeld �
hat keine Komponente in 1-Richtung, (5) Brechungsindexänderung Δ�33 durch das
elektrische Feld für Licht mit außerordentlicher Polarisation
2.3.2 Raumladungsverteilung
Die Raumladungsdichte � kann über das Gaußsche Gesetz (Gleichung 2.34) aus dem
Raumladungsfeld � berechnet werden. Unter der Annahme, dass die erste Komponente
des Raumladungsfeldes �1 = 0 ist, lässt sich das Gaußsche Gesetz zusammen mit der
Permittivität für statische Felder �̃ wie folgt formulieren:
�0�̃22
��2
��2
+ �0�̃33
��3
��3
= � . (2.49)
Die Komponenten der Permittivität für statische Felder sind in Appendix B verzeichnet.
Durch das Einsetzen der Feldkomponenten �2 und �3 erhält man die Raumladungsver-
teilung aus den Messgrößen Δ�22 und Δ�33.
2.3.3 OberĆächendeformation
Wie bereits erwähnt, weist das Material LiNbO3 piezoelektrische Eigenschaften auf. Da die
Größe der Komponenten �2 und �3 des Raumladungsfeldes räumlich variiert, ist in Folge
des inversen piezoelektrischen Efekts die OberĆäche des Kristalls lokal deformiert. Durch
die Dehnungstensorkomponente �11 kann die Dickenänderung des Kristalls in 1-Richtung
Δ�1 = �11�1 zusammen mit der Dicke des Kristalls in 1-Richtung �1 = � berechnet
werden. Die Komponente des Dehnungstensors errechnet sich über den piezoelektrischen
Tensor � aus dem Raumladungsfeld � über �11 =
︀
� ��11��. Für die Berechnung der
OberĆächendeformation auf einer Seite des Kristalls ist noch ein Faktor 1/2 zu beachten,
da die Dickenänderung auf beiden Seiten des Kristalls auftritt. Unter Berücksichtigung
der Komponenten des piezoelektrischen Tensors � für LiNbO3 (Appendix B) ergibt sich
auf Grund des Raumladungsfeldes im Kristall eine OberĆächendeformation in 1-Richtung
von:
Δ� = (�211�2 + �311�3)
�
2
. (2.50)
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2.3.4 Dynamik der Ladungen und des Feldes
Eine analytische Lösung der Ratengleichungen 2.24 bis 2.28 des Ein-Zentrum-Modells
ist nur unter sehr starken Vereinfachungen möglich [40]. Deshalb ist ein numerischer
Ansatz zur Berechnung der Ladungsträgerdynamik und der damit verbundenen Dynamik
des Raumladungsfeldes während des Schreibens notwendig. Seit den Neunziger Jahren
erscheinen Veröfentlichungen vor allem im Bereich der photorefraktiven Solitonen, in
welchen die Propagation von Licht durch photorefraktive Materialien und die Evolution
der Brechungsindexänderung numerisch simuliert werden [41, 40, 42]. Die Simulation
des photorefraktiven Verhaltens erlaubt durch den Vergleich mit dem Experiment ei-
ne Abschätzung über die Güte der zu Grunde liegenden Theorie und einen Zugang
zu mikroskopischen Parametern, welche durch die Anpassung der Simulation an das
Experiment gewonnen werden können. So ist es möglich, verschiedene Spezialfälle, wie
das Verhalten von optischen Vortices [43], den EinĆuss des pyroelektrischen Efekts bei
der Verwendung hoher Intensitäten [44] und die Auswirkung durch die Beachtung des
Zwei-Zentren-Modells für LiNbO3 [45], zu studieren.
Unter Erfüllung der Näherungen aus den Gleichungen 2.46 und 2.48 reicht es aus, den
zweidimensionalen Fall des Ein-Zentrum-Modells zu betrachten. Da in jeder inĄnitesimal
dünnen Scheibe in 1-Richtung des Kristalls die gleiche Intensitätsverteilung des schrei-
benden Laserstrahls vorliegt, ist die Ladungsträgerdynamik in jeder Scheibe gleich. Das
Prinzip der Simulation beruht auf dem iterativen Lösen der Kontinuitätsgleichung 2.26
unter der Annahme, dass die Elektronendichte � ⪯ �Fe3+, �Fe2+ ist:
� = �
︀
�Fe3+ ⊗�Fe2+ ⊗�c
︃
(2.51)
�(Ó�) = �+ Ó� = �⊗ Ó� ≤ div� . (2.52)
Für die Änderung der Ladungsdichte � ist die Stromdichte � = �drift + �diff + �pvt
verantwortlich. Unter Beachtung der Gleichungen 2.30, 2.31 und 2.33 der Drift-, Difusions-
und photovoltaischen Stromdichte schreibt sich die gesamte Stromdichte wie folgt:
� = ��Û� + �B�Û grad� +
︁
���
��
�� �2+
2
︀
Ñred����
*
��� + c.c.
︃
. (2.53)
Für einen schreibenden Strahl, welcher parallel der 3-Richtung polarisiert ist und entlang
der 1-Richtung propagiert, vereinfacht sich der Term der photovoltaischen Stromdichte
unter Beachtung der Koeizienten von Ñ (Appendix B). Die Komponenten der Stromdichte
in 2- und 3-Richtung ergeben sich zu:
�2 = ��Û�2 + �B�Û
��
��2
(2.54)
�3 = ��Û�3 + �B�Û
��
��3
+�� �2+ ≤ Ñred333 ≤ � . (2.55)
Wird die Anregungszeit für Elektronen in das Leitungsband (≍ 10⊗12 s für LiNbO3
[36]) gegenüber dem Zeitinterval Ó� vernachlässigt, so kann die Näherung ��Fe3+/�� ≍= 0
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gemacht werden. Unter Vernachlässigung der thermischen Anregung ergibt sich die
Elektronendichte � im Leitungsband mit Gleichung 2.25 zu:
� =
�
�ℎÜ
�Fe2+
�Fe3+
� (2.56)
=
�
�Û
�Fe2+
�Fe3+
� (2.57)
mit � =
��Û
�ℎÜ
. (2.58)
Das durch die Ladungsumverteilung entstehende Raumladungsfeld � kann über das
elektrostatische Potential ã berechnet werden:
� = ⊗ gradã . (2.59)
Das Potential ã ist über die Poisson-Gleichung mit der Ladungsdichte verknüpft:
Δã = ⊗ 1
�0�̃
� . (2.60)
Über die Green-Funktion �(� ⊗ �′) des Laplace-Operators in zwei Dimensionen kann die
Gleichung invertiert werden. Das Potential ergibt sich zu:
⊗�0�̃ã(�) =
︁
d�′�(� ⊗ �′)�(�′) (2.61)
mit �(� ⊗ �′) = 1
2Þ
ln(♣♣� ⊗ �′♣♣) . (2.62)
♣♣ . . . ♣♣ ist die euklidische Norm in zwei Dimensionen. Der rechte Teil von Gleichung
2.61 stellt eine Faltung � * � der Greenfunktion mit der Ladungsdichte dar. Mit dem
Faltungstheorem in zwei Dimensionen FT¶� * �♢ = 2Þ ≤ FT¶�♢ ≤ FT¶�♢, wobei FT¶. . . ♢
die zweidimensionale Fouriertransformation darstellt, kann Gleichung 2.61 umgeschrieben
werden:
⊗�0�̃ã(�) = FT⊗1
︁
2Þ ≤ FT¶�(�)♢ ≤ FT¶�(�)♢
︁
. (2.63)
Diese Darstellung hat den Vorteil, dass die numerische Berechnung der Fouriertransfor-
mation wesentlich schneller als die Lösung des Integrals aus Gleichung 2.61 ist. Unter der
Verwendung von Gleichung 2.59 kann das Raumladungsfeld aus der Ladungsverteilung
berechnet werden:
� = ⊗ 1
�0�̃
grad
︁
⊗ �0�̃ã(�)
⎡
(2.64)
=
1
�0�̃
grad
︃
FT⊗1
︁
2Þ ≤ FT¶�(�)♢ ≤ FT¶�(�)♢
︁
︃
. (2.65)
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Mit den Gleichungen 2.51, 2.52, 2.54, 2.55, 2.57 und 2.65 sind alle dynamischen Größen
des Systems aus konstanten Größen berechenbar. Insbesondere sind mit der Kenntnis
des elektrischen Feldes � auch die Brechungsindexänderungen Δ�22 und Δ�33 über die
Gleichungen 2.39 und 2.40 bekannt. Die iterative Implementierung der Gleichungen ist
in Appendix D genauer erläutert. Die Simulation ist in der Programmiersprache Python
umgesetzt und der Quelltext in Appendix E gegeben.
Sättigung
Die Werte des Raumladungsfeldes für die Sättigung, also dem Grenzwert für � ⊃ ∞,
ergeben sich innerhalb des beleuchteten Bereichs zu (Appendix D):
�2(� ⊃ ∞) = 0 (2.66)
�3(� ⊃ ∞) = �Fe3+
Ñred333
�
. (2.67)
Da die außerordentliche Brechungsindexänderung Δ�33 direkt proportional zur �3-
Komponente ist (Gleichung 2.40), erreicht sie nach der gleichen Zeit wie das Raumla-
dungsfeld die Sättigung. Der Sättigungswert ist dabei proportional zum Verhältnis aus
dem reduzierten photovoltaischen Tensor und der Konstante �. Wie in Appendix D
abgeleitet, bestimmt � neben dem Sättigungswert außerdem die Zeit, welche das System
benötigt, um in die Sättigung zu gelangen.
Beispielsimulation
In Abbildung 2.6 ist eine Simulation des photorefraktiven Verhaltens für den Fall einer
Gauß-förmigen Intensitätsverteilung (Abbildung 2.6(a)) des schreibenden Strahls gezeigt.
Die Parameter der Ladungswanderung und der Kristalleigenschaften sind den in der
Arbeit durchgeführten Versuchen angepasst und werden im Abschnitt der Auswertung
diskutiert. In Abbildung 2.6(b) ist der Betrag des Minimums der Brechungsindexänderung
Δ�33 gegenüber der Zeit � des Schreibens aufgetragen. Der Graph spiegelt das erwartete
Verhalten einer Sättigung nach einer gewissen Zeit des Schreibens wieder. Für die Zeiten
30 s, 200 s, 400 s und 600 s sind in Abbildung 2.6(c) jeweils die Verteilungen der Ladungs-
dichte �, der Raumladungsfeldkomponenten �2 und �3 und die Brechungsindexänderung
für außerordentlich polarisiertes Licht Δ�33 dargestellt. Alle Bilder haben die gleiche
Größe wie das Bild der Intensitätsverteilung in Abbildung (a) und sind mit ihm direkt
vergleichbar. Die Ladungsdichte � zeigt die Ausbildung zweier halbmondförmiger Ladungs-
zentren in 3-Richtung, eines mit positivem Vorzeichen unterhalb der Intensitätsverteilung
des schreibenden Strahls (Fe3+-Überschuss) und eines mit negativem Vorzeichen ober-
halb der Intensitätsverteilung des schreibenden Strahls (Fe2+-Überschuss). Im zentralen
beleuchteten Bereich bildet sich für lange Zeiten des Schreibens eine elektrisch neutrale
Ladungsdichte aus. Das Verhalten ist in den ProĄlen in Abbildung 2.7(a) quantitativ
bewertbar. Die ProĄle sind durch den Ort des Intensitätsmaximums des schreibenden
Strahls parallel der 3-Richtung gezeichnet und zeigen die Ladungsdichte � zu verschiede-
nen Zeiten des Schreibens im Vergleich mit der Gauß-förmigen Intensitätsverteilung. Die
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ProĄle zeigen ein hinausdrängen der Ladungen aus dem beleuchteten Bereich und eine
Anhäufung der Ladungen am Rand der Intensitätsverteilung. Da das negative Ladungs-
zentrum der Fe2+-Atome in positive 3-Richtung vom Maximum der Intensität verdrängt
wird, zeigt sich, dass die Elektronen im Leitungsband auf Grund der photovoltaischen
Stromdichte in positive 3-Richtung wandern. Neben der Entwicklung der Ladungsdichte
ist in Abbildung 2.6(c) auch die Entwicklung des Raumladungsfeldes gezeigt. Die �2-
Komponente weist eine Punktsymmetrie um das Maximum der Intensitätsverteilung
(Zentrum der Bilder) auf. Umso länger der schreibende Strahl auf den Kristall einwirkt,
umso größer wird der zentrale Bereich, in welchem �2 = 0 ist. Das stimmt mit der Erwar-
tung aus Gleichung 2.66 überein. Auch für die �3-Komponente ist zu beobachten, dass
der Bereich der Sättigung im Zentrum der Bilder für lange Zeiten des Schreibens immer
größer wird. Wegen �3 ∝ ⊗Δ�33, unterscheiden sich die Bilder der �3-Komponente von
den Bildern der Brechungsindexänderung Δ�33 im Vorzeichen, nicht aber in der Form.
In Abbildung 2.7(b) sind ProĄle der Brechungsindexänderung Δ�33 im Vergleich mit der
Gauß-förmigen Intensitätsverteilung gezeigt. Die ProĄle sind parallel der 3-Richtung durch
den Ort der maximalen Intensität gezeichnet. Sichtbar ist die Ausbildung eines Topfes
mit negativer Brechungsindexänderung im Bereich des schreibenden Strahls. Die negative
Brechungsindexänderung wird von positiven Brechungsindexänderungen umrandet. Mit
zunehmender Zeit des Schreibens stagniert die Tiefe des Topfes und die Sättigung wird
für immer mehr Bereiche der Intensitätsverteilung erreicht. Im Vergleich mit Abbildung
2.7(a) ist ersichtlich, warum der Topf der Brechungsindexänderung immer tiefer wird.
Die räumlichen Schwerpunkte der positiven und der negativen Ladungsdichte werden
zwar immer weiter getrennt, allerdings wird sowohl die negative als auch die positive La-
dungsdichte immer größer. Das Feld zwischen den zwei Ladungsdichten unterschiedlichen
Vorzeichens wird demzufolge immer stärker. Da mit zunehmender Zeit des Schreibens
die Ladungsdiche im Zentralbereich des schreibenden Strahls neutral wird und die Form
der Verteilung der positiven Ladungsdichte der Verteilung der negativen Ladungsdichte
ähnelt, entsteht im Zentralbereich ein nahezu homogenes elektrisches Feld zwischen den
zwei Ladungszentren. Das Verhalten ist ähnlich zu einem Plattenkondensator, dessen
Platten immer weiter geladen werden, sich gleichzeitig aber immer weiter von einander
entfernen.
Die im Vorangegangenen besprochene Simulation eröfnet ein einfaches prinzipielles
Verständnis der im Folgenden präsentierten Messungen. Die Ptychographie erlaubt
die Vermessung einer Brechungsindexänderung mit einer hohen räumlichen AuĆösung.
Gleichzeitig bietet die Ptychographie aber zusätzlich noch die Möglichkeit zur präzi-
sen Vermessung des Laserstrahls, welcher zur Generation der Brechungsindexänderung
genutzt wurde. Um die Intensitätsverteilung des schreibenden Strahls und die hervorge-
rufenen Brechungsindexänderung zu vergleichen, ist die gewonnene Kenntnis über die
prinzipielle Form und Entwicklung der Ladungsverteilung im Kristall durch die präsen-
tierte Simulation hilfreich. Der Vergleich zwischen Simulation und Messung erlaubt den
Zugang zu Parametern wie dem photovolatischen Tensorelement Ñred333 und dem Parameter
� = ��Û(�ℎÜ)⊗1. Sie zeigt außerdem Grenzen des für die Simulation verwendeten Modells
auf und eröfnet damit eine Möglichkeit zur lückenlosen Interpretation der Messung.
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Abbildung 2.7: ProĄle entlang der 3-Richtung durch (a) die Ladungsdichte �, (b) die
Brechungsindexänderung Δ�33 aus der Simulation in Abb. 2.6 zu verschiedenen Zeiten
des Schreibens im Vergleich mit der Intensitätsverteilung � des schreibenden Strahls
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3.1 Proben
3.1.1 Ptychographische Teststruktur
Für die Charakterisierung des verwendeten ptychographischen Versuchsaufbaus ist eine
Teststruktur mit der Form eines sogenannten ĎSiemenssternsŞ hergestellt worden. Eine
lichtmikroskopische Aufnahme der Teststruktur im Durchlicht-Modus ist in Abbildung
3.1(a) dargestellt. In den dunklen Bereichen ist eine metallische Dünnschicht aus Titan und
Platin auf den Objektträger aus Glas aufgebracht. Die Strukturen des Sterns werden zum
Zentrum hin immer kleiner. Die Breite eines Balkens auf der dem Zentrum zugewandten
Seite ist durch die sichtbaren Zahlen in jedem Ring in der Einheit Mikrometer kodiert.
Sind in einer Messung der Teststruktur die Balken bis zur Innenseite eines Ringes sichtbar,
so kann auf Grund der jeweiligen Zahl, beziehungsweise des jeweiligen Buchstabens, sofort
auf die erreichte OrtsauĆösung geschlossen werden. Ist zum Beispiel der Ring mit dem
Buchstaben ĎEŞ und der Zahl Ď8Ş komplett sichtbar, so ist die erreichte OrtsauĆösung
der Messung 8 µm. Das System ist auf der rechten Seite von Abbildung 3.1(a) durch die
Markierungen 8 µm, 16 µm und 32 µm verdeutlicht. Die kleinsten Strukturen im Zentrum
des Sterns mit dem Buchstaben ĎAŞ und der Zifer Ď.5Ş haben eine Balkenbreite von
0,5 µm.
0,2 mm
8 µm 16 µm
32 µm
(b)(a)
1.0
0.9
0.8
0.7
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T
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Abbildung 3.1: (a) Lichtmikroskopische Aufnahme der ptychographischen Teststruk-
tur, die Strukturgrößen 8 µm, 16 µm und 32 µm sind gekennzeichnet, der blaue Balken
kennzeichnet die Lage des ProĄls in Abb. (b); (b) ProĄl der mikroskopisch gemessenen
Transmission der Teststruktur
Die metallische Dünnschicht auf dem Glassubstrat besteht aus einer (1,0 ∘ 0,5) nm di-
cken Haftschicht aus Titan mit einer darüber liegenden (4,0 ∘ 0,5) nm dicken Schicht
aus Platin. Sie ist damit eine zweidimensionale Struktur für sichtbares Licht. Für ei-
ne Wellenlänge von Ú = 532 nm, den Extinktionskoeizienten ÙTi(532 nm) = 3,0106
für Titan und ÙPt(532 nm) = 3,6116 für Platin [46] und den jeweiligen Schichtdicken
� berechnet sich die Transmission � = exp(⊗4ÞÙ�Ú⊗1) der metallischen Schicht zu
� (532 nm) = 0,662 ∘ 0,037. In Abbildung 3.1(b) ist ein ProĄl entlang der blauen Linie in
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Abbildung 3.1(a) dargestellt. Es zeigt die klar unterschiedene Transmission der Proben-
teile mit und ohne der metallischen Schicht. Der Wert der Transmission der metallischen
Schicht wird mit dem Lichtmikroskop auf �Mikroskop = 0,62 ∘ 0,01 bestimmt. Der Unter-
schied zur berechneten Transmission ist durch die Dispersion der Extinktionskoeizienten
[46] beider Metalle erklärbar, da für die lichtmikroskopische Messung ein breites Spektrum
an sichtbaren Wellenlängen verwendet wird. Mit Hilfe der Brechungsindizes von Titan
�Ti(532 nm) = 1,8237 und Platin �Pt(532 nm) = 2,0382 [46] wird der Phasenschub der
metallischen Schicht über Gleichung 2.42 zu Δ� = (0,019 ∘ 0,004) rad berechnet.
3.1.2 LiNbO3:Fe
In dieser Arbeit wird mit Kristallen aus der kongruenten Schmelze gearbeitet. Das
heißt, dass bei der Herstellung die Konzentration von Li2O und Nb2O5 in der Schmelze
48,4 mol% beziehungsweise 51,5 mol% betrug. Die Eisendotierung der Kristalle beträgt
nominell 0,05 mol%. Die Dichte � und die molare Masse �mol sind � = 4,628 ≤ 106 g/m3
und �mol = 1,478 42 ≤ 102 g/mol [26]. Damit errechnet sich die gesamte Eisendichte mit
Gleichung 2.20 zu �Fe = 9,4258 ≤ 1024 m⊗3. Die Dicke der AR-Beschichtung beträgt
(34,5 ∘ 1,6) µm. Für sechs unterschiedliche Kristalle der gleichen Schmelze wird mit
einem Spektrometer die Transmission für Licht bei 477 nm und 532 nm Wellenlänge
gemessen. In Abbildung 3.2(a) ist das Messergebnis des negativen Logarithmus der Trans-
mission über der Kristalldicke � aufgetragen. Die Messpunkte der Wellenlänge 477 nm
sind in roten Dreiecken, die Messpunkte der Wellenlänge 532 nm in blauen Quadraten
gezeigt. Die Messungen für beide Wellenlängen werden linear angepasst und sowohl
der Absorptionskoeizient Ð als auch die Transmission der AR-Beschichtung mittels
Gleichung 2.23 bestimmt. Für die Wellenlänge 477 nm ergibt sich mit ä2 = 2,59 ≤ 10⊗5:
Ð(477 nm) = (4,11 ∘ 0,27) ≤ 102 m⊗1 und � 477 nmAR-Beschichtung = 0,981 ∘ 0,011. Für die Wel-
lenlänge 532 nm ergibt sich mit ä2 = 2,10 ≤ 10⊗5: Ð(532 nm) = (3,19 ∘ 0,35) ≤ 102 m⊗1
und � 532 nmAR-Beschichtung = 0,995 ∘ 0,014. Mit dem Absorptionskoeizienten für 477 nm und
der Kenntnis über die gesamte Eisendichte lässt sich mit Hilfe von Gleichung 2.21 die
Dichte von Fe2+- und Fe3+-Atomen bestimmen:
�Fe2+ = (0,887 ∘ 0,294) ≤ 1024 m⊗3
�Fe3+ = (8,539 ∘ 0,294) ≤ 1024 m⊗3 .
(3.1)
Die ptychographischen Messungen werden nur mit einem der sechs Kristalle durchgeführt.
Der Kristall hat folgende Maße: �1 = 0,193 mm, �2 = 10 mm, �3 = 10 mm. Zwei Fotos
des Kristalls sind in Abbildung 3.2(b) gezeigt. Im oberen Bild reĆektiert die OberĆäche
des Kristalls das Licht einer Lampe. Die mit der AR-Beschichtung überzogene Kristal-
loberĆäche ist in einem rötlichen Farbton zu erkennen. Am linken und rechten Rand
des Kristalls ist jeweils ein dünner Streifen des Kristalls nicht mit der Beschichtung
versehen, da hier der Kristall während des Aufbringens der Beschichtung gehalten wurde.
Im unteren Bild ist die Transmission des Kristalls gezeigt. Es ist nur ein sehr geringer
Unterschied zwischen der Farbe des Hintergrunds mit und ohne Kristall erkennbar, da
der Kristall durch seine geringe Dicke eine Transmission von etwa 0,995 besitzt.
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Abbildung 3.2: (a) Transmissionsmessungen verschiedener Kristalle der gleichen
Schmelze versus der Kristalldicke � jeweils mit linearem Fit, rote Dreiecke für 477 nm,
blaue Quadrate für 532 nm Wellenlänge; (b) Der für die ptychographischen Messungen
verwendete LiNbO3:Fe-Kristall
3.2 Versuchsanordnung
3.2.1 Experimenteller Aufbau
In Abbildung 3.3(a) ist der Versuchsaufbau für die experimentelle Durchführung der
Ptychographie skizziert. Der Aufbau besteht aus einem ĎCoherent Verdi V5Ş-Laser,
welcher grünes Licht linearer Polarisation der Wellenlänge 532 nm emittiert, einigen
NeutraldichteĄltern zur Einstellung der Leistung, einer Ú/2-Platte für die Einstellung der
Polarisation, einer fokusbildenden AR-beschichteten Sammellinse und einem ĎFLI ProLine
PL50100Ş-Detektor, welcher einen ĎKAF-09000Ş CCD-Chip mit 3056 × 3056 Pixeln der
Pixelgröße 12 µm × 12 µm beinhaltet. Die Probe ist auf einem Halter zwischen der Linse
und dem Detektor montiert. Der Halter selbst ist wiederum auf drei motorisierten
Linearachsen des Typs ĎNewport MFA-PPDŞ aufgebracht, wodurch die Probe in alle
drei Raumrichtungen gefahren werden kann.
Probe auf drei 
Linearachsen 
LinseLaser Detektor
e3
e1
e2
Neutraldichtefilter λ/2-Platte(a) (b)
1 µm-1
Abbildung 3.3: (a) Stilisierte Darstellung des Versuchsaufbaus für die ptychographi-
schen Messungen, (b) Exemplarisches Beugungsbild
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3.2.2 Grenze der OrtsauĆösung
Um die mit dem Versuchsaufbau und dem implementierten ptychographischen Algo-
rithmus maximal erreichbare OrtsauĆösung zu testen, wird ein Ptychogramm der im
Unterkapitel 3.1.1 vorgestellten Teststruktur aufgenommen. Da der maximal gemessene
Beugungswinkel die untere Schranke für die kleinstmöglich rekonstruierbare Struktur
darstellt (Gleichung 2.16), wird die Testruktur in einer kleinen Entfernung zum CCD-
Chip des Detektors positioniert. Zudem wird für die fokusbildende Sammellinse eine
kurze Brennweite gewählt und der Laserstrahl vor der Sammellinse aufgeweitet, um
diese möglichst komplett auszuleuchten. Dies erlaubt einen hohen PhotonenĆuss im
Fokus der Sammellinse und damit, im Vergleich zu einem weniger stark fokussierten
Strahl, eine Verstärkung des Streusignals in der Detektorebene. Die gemessene Leis-
tung des Lasers beträgt 2 nW. An 16 × 16 verschiedenen Rasterpunkten auf der Probe
werden Beugungsbilder mit sieben verschiedenen Belichtungszeiten aufgenommen. Ein
exemplarisches Beugungsbild vom Zentrum der Teststruktur ist in Abbildung 3.3(b)
gegeben. Die Streuung ist ringförmig um den mittig sichtbaren überbelichteten Haupt-
strahl angeordnet. Die Beugungsbilder mit sieben verschiedenen Belichtungszeiten an
einem Rasterpunkt werden anschließend zu einem Bild mit erhöhter Dynamik (engl.:
Ďhigh dynamic range (HDR)Ş) zusammengefasst. Das verwendete Verfahren ist in [47]
beschrieben. Die Nutzung von HDR-Beugungsbildern ermöglicht das Erfassen von sehr
hohen Streuwinkeln ohne einen Informationsverlust der niedrigen Raumfrequenzen. Für
die maximal gemessenen Streuwinkel ergibt sich die untere Schranke für die kleinstmöglich
rekonstruierbare Strukturgröße zu 0,86 µm. Die Rasterpunkte des Ptychogramms sind in
einem quadratischen Gitter angeordnet, wobei jede Position in diesem Gitter um einen
kleinen randomisierten, aber bekannten, Abstand variiert wird, um die Konvergenz des
Algorithmus zu begünstigen [12]. Die mittlere Schrittweite zwischen den Rasterpunkten
beträgt 20 µm. In Abbildung 3.4 ist eine Gegenüberstellung zwischen der mikroskopischen
Durchlichtaufnahme (Abbildung 3.4(a)) und der ptychographisch rekonstruierten Trans-
mission (Abbildung 3.4(b)) der Teststruktur gegeben. Die beiden oberen Bilder zeigen
ein großräumiges Gesichtsfeld der Teststruktur. Neben der metallischen Dünnschicht sind
sowohl in der lichtmikroskopischen als auch in der ptychographischen Aufnahme Reste
eines Lösungsmittels als stärker absorbierende Ablagerungen auf manchen Bereichen der
metallischen Schicht zu sehen. Die unteren beiden Bilder zeigen den Zentralbereich der
Teststruktur. Für die mikroskopische Aufnahme wurde die Vergrößerung des Objektivs
fünfach größer gewählt als für die Aufnahme des oberen Bildes. Die beiden ptycho-
graphischen Bilder stammen hingegen aus der selben Rekonstruktion. Dies zeigt die
Vereinbarung eines großen Gesichtsfelds (oberes Bild) mit einer hohen OrtsauĆösung
(unteres Bild) durch die Ptychographie. Für die kleinsten Strukturen der Teststruktur
sind ProĄle der Transmission in Abbildung 3.4(c) aufgetragen. Die Lage der ProĄle ist
sowohl in der lichtmikroskopischen Aufnahme (orange) als auch in der ptychographischen
Rekonstruktion (grün) gekennzeichnet. Die rekonstruierten Abstände stimmen mit der
lichtmikroskopischen Messung überein. Aus den Abbildungen 3.4(b) und (c) ist ersicht-
lich, dass die OrtsauĆösung für die Rekonstruktion der Teststruktur bei etwa 1 µm liegt.
Mittelt man über die rekonstruierten Werte der Transmission der metallischen Schicht,
so erhält man den Wert �exp(532 nm) = 0,683 ∘ 0,044. Der Wert ist im Rahmen der
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Standardabweichung in guter Übereinstimmung mit dem in Unterkapitel 3.1.1 berechne-
ten Wert � (532 nm) = 0,662 ∘ 0,037. Im rekonstruierten Phasenschub der Teststruktur
ist die Form der Teststruktur ebenso erkennbar wie in Abbildung 3.4(b), allerdings
ist der mittlere rekonstruierte Wert der metallischen Schicht wie erwartet sehr klein:
Δ�exp = (0,053 ∘ 0,085) rad. Auch dieser Wert liegt im Rahmen der Standardabweichung
in guter Übereinstimmung mit der Vorhersage von Δ� = (0,019 ∘ 0,004) rad. Der Pha-
senschub ist proportional zur Dicke der Probe (Gleichung 2.42). Der große relative Fehler
des Phasenschubs ist daher auf die geringe Dicke der metallischen Schicht zurückzuführen.
Neben der Transmissionsfunktion der Teststruktur wird durch die Ptychographie auch die
Wellenfront des Laserstrahls in der Ebene der Teststruktur rekonstruiert. Die Intensitäts-
und Phasenverteilung ist in einem Einschub in Abbildung 3.4(b) dargestellt. Die Intensität
hat eine annähernd gaußförmige Verteilung mit einem Maximum von 4,9 W/m2. Die
volle Breite bei halbem Maximum (engl.: Ďfull width at half maximumŞ (FWHM)) be-
trägt in horizontale und vertikale Richtung 18,7 µm beziehungsweise 15,5 µm. Wegen der
Kenntnis der Laserleistung und der Pixelgröße der rekonstruierten Intensitätsverteilung
�pix = 0,251 µm können mit Gleichung 2.10 für jedes Pixel absolute Intensitätswerte
berechnet werden. Die Phasenverteilung des Lasers zeigt einige Phasensprünge von 2Þ
als scharfe Übergänge zwischen Weiß und Schwarz. Durch die DeĄnition å = � ≤ exp(��)
einer Welle å mit der Amplitude � und der Phase �, ist die Phase nur innerhalb eines
Intervalls von 2Þ eindeutig darstellbar: exp(��) = exp(�� + � ≤ 2Þ) mit � ∈ Z. Pha-
sensprünge entstehen durch eine relative Phasenlage zwischen zwei Punkten von mehr
als 2Þ. Die leichte Krümmung der Phasenfront des Lasers deutet darauf hin, dass die
Ebene der Teststruktur nicht genau mit der Fokalebene der Sammellinse übereinstimmt.
Eine weitergehende Anwendung dieser Rekonstruktionsmöglichkeit der Wellenfront des
Laserstrahls in der Probenebene erfolgt im anschließenden Unterkapitel.
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Abbildung 3.4: Transmission � der ptychographischen Teststruktur: (a) Lichtmikro-
skopische Aufnahme im Durchlicht-Modus, der blau markierte Bildausschnitt ist unten
vergrößert dargestellt; (b) Ptychographische Rekonstruktion der gleichen Ausschnitte
der Teststruktur wie in Abb. (a), die rekonstruierte Intensität und Phase des Lasers ist
im Einschub dargestellt, die verwendete Wellenlänge beträgt 532 nm; (c) ProĄle durch
die kleinsten Strukturen des Teststruktur, für die Lichtmikroskopie (orange) und für
die Ptychographie (grün)
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3.2.3 Charakterisierung des Laserstrahls
Da sich der photorefraktive Efekt proportional zur Intensität des schreibenden Lasers
verhält, ist die genaue Kenntnis der Intensitätsverteilung in allen drei Raumrichtungen
mit einer hohen räumlichen AuĆösung wünschenswert. Die Ptychographie bietet diese
Möglichkeit durch die Rekonstruktion der komplexen Wellenfront des Laserstrahls in
einer deĄnierten Ebene. Für die Untersuchung des LiNbO3:Fe-Kristalls kann mit Hilfe
der Teststruktur vor dem Schreiben der Brechungsindexänderung die Intensitäts- und
Phasenverteilung in der Ebene der Teststruktur mit einem Ptychogramm rekonstruiert
werden. Anschließend wird die Intensitätsverteilung an allen Orten zwischen der fokusbil-
denden Linse und dem Detektor mittels Fresnel-Propagation berechnet. Ist die Position
des LiNbO3:Fe-Kristalls in Bezug auf die Position der Teststruktur bekannt, so kann der
Kristall an einer gewünschten Stelle im Strahlengang positioniert werden.
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Abbildung 3.5: Rekonstruktion des Laserstrahls in der Ebene der Teststruktur; (a)
Intensität; (b) Phase; (c) Dekadischer Logarithmus der Intensität; (d) ProĄle der
Intensitätsverteilung aus Abb. (a), links (grün) horizontal, rechts (orange) vertikal
Um die in Kapitel 2.3.1 beschriebenen Näherungen (Gleichungen 2.46 und 2.48) zu erfüllen,
wird ein möglichst paralleler und großer Strahl im Bereich der Probe benötigt. Allerdings
darf die Größe des Strahls die Näherungen des ptychographischen Modells (Gleichungen
2.14 und 2.15) nicht verletzen. Um dies zu erreichen, wird für die fokusbildende Linse
ein Brennweite von 40 mm gewählt und der Laserstrahl mit Hilfe von zwei Sammellin-
sen vor dieser Linse verkleinert. Der Abstand zwischen Probe und Detektor wird auf
67,05 mm eingestellt, wobei sich der LiNbO3:Fe-Kristall auf dem selben Probenhalter wie
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die Teststruktur beĄndet. Die Ebene der Teststruktur fällt mit einer Genauigkeit von etwa
∘20 µm mit der dem Detektor zugewandten KristalloberĆäche zusammen. Die Leistung
des Laserstrahls wird auf 2,44 nW eingestellt und ein Ptychogramm der Teststruktur ana-
log zum vorherigen Unterkapitel aufgenommen. Die rekonstruierte Transmissionsfunktion
der Teststruktur ist im Rahmen des Fehlers äquivalent zum vorherigen Unterkapitel, al-
lerdings liegt die erreichte OrtsauĆösung wegen dem größeren Abstand zum Detektor und
der Aufnahme von weniger Belichtungszeiten für die Erstellung der HDR-Beugungsbilder
bei 2 µm. Die rekonstruierte Wellenfront des Lasers in der Ebene der Teststruktur ist in
Abbildung 3.5 gezeigt. Die Abbildungen (a) und (b) zeigen die Intensität und die Phase
des Laserstrahls. Die maximale Intensität liegt bei 0,729 W/m2 und die Phase zeigt mehre-
re Phasensprünge. Die Krümmung der Phase weist darauf hin, dass die Teststruktur nicht
im Fokus der Linse steht. Abbildung 3.5(c) zeigt eine logarithmisch skalierte Darstellung
der Intensität. Die Intensität des Strahls fällt am Rand des Bildes auf kleine Werte im
Bereich von 10⊗6 W/m2 ab, dieser Bereich stellt die Rauschgrenze der Rekonstruktion
dar. Im Vergleich mit der Phase stellt man eine starke Strukturierung derselben für die
gleichen Bereiche fest. Die Dynamik der rekonstruierten Intensität ergibt sich demnach
auf etwa 105 bis 106. In Abbildung 3.5(d) sind das horizontale (links, grün) und das
vertikale (rechts, orange) ProĄl der Intensitätsverteilung aus Abbildung (a) dargestellt.
Im horizontalen ProĄl ist die Gauß-Form des Laserstahls gut erkennbar, die FWHM ist
53 µm. Das vertikale ProĄl der Intensität zeigt hingegen eine Schulter auf der rechten Seite
des Intensitätsmaximums, die FWHM ist 58 µm. Mit Hilfe einer Fresnel-Propagation kann
aus dem Laserstrahl in der Ebene der Teststruktur die Intensitäts- und Phasenverteilung
des Strahls in beliebigen anderen Ebenen zwischen der Linse und dem Detektor berechnet
werden. Berechnet man mit hinreichend kleiner Schrittweite die Intensitätsverteilung
des Strahls in negative und positive Propagationsrichtung des Strahls (1-Richtung), so
kann eine Darstellung für die Seitenansicht der Intensitätsverteilung (Kaustik) gewonnen
werden. Für den rekonstruierten Laserstrahl ist eine berechnete Kaustik in Abbildung 3.6
gezeigt. Die Farbe und Helligkeit kodiert die Intensität, die Skalierung ist rechts unten in
der Abbildung dargestellt. Abbildung (a) zeigt die Strahlkaustik mit den eingezeichneten
Ebenen der fokusbildenden Linse und des Detektors. Außerdem ist die Strecke, in welcher
die Probe im Strahlengang durch die Linearachse in 1-Richtung verschoben werden kann,
mit �1 gekennzeichnet. Die Intensitätsverteilung des Strahls zwischen Linse und Detektor
ist damit durch die Ptychographie komplett charakterisiert. In Abbildung (b) ist eine
Detail der Kaustik aus Abbildung (a) gezeigt. Es sind sowohl der Fokus, die ermittel-
ten Rayleigh-Längen �R1 und �R2, die Ebene der Teststruktur (rot) und die Position
und Ausdehnung des LiNbO3:Fe-Kristalls (orange) eingezeichnet. Der Kristall ist zum
einen wesentlich dünner als die beiden Rayleigh-Längen und zum anderen, ebenso wie
die Teststruktur, etwas vor dem Fokalpunkt positioniert. Durch die Determination der
Strahlkaustik ist es möglich, jegliche Art von Optiken zu charakterisieren. So kann für
den vorliegenden Strahlengang die Rayleigh-Länge sowohl in positive als auch in negative
1-Richtung vermessen werden. Die Rayleigh-Länge ist deĄniert als die Propagationslänge,
welche ein Strahl benötigt, um seine doppelte fokale Fläche zu erreichen. Die Fläche
der Intensitätsverteilung eines Strahls wird zum Beispiel über die Fläche bei halbem
Intensitätsmaximum deĄniert: � =
︃
�(�2,�3)⊙�max/2
d�2d�3. In Abbildung (c) ist die so
berechnete Fläche der Intensität gegenüber der Propagationsdistanz �1 aufgetragen. Der
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Fokus besitzt eine Fläche von 461,5 µm2. Durch das Erreichen der doppelten Fläche in
negative und positive 1-Richtung wird die Rayleigh-Länge zu �R1 = (2,870 ∘ 0,002) mm
beziehungsweise �R2 = (2,140 ∘ 0,002) mm bestimmt.
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Abbildung 3.6: (a) Kaustik des Laserstrahls mit eingezeichneter Linsen- und De-
tektorebene, innerhalb der Strecke �1 kann die Probe positioniert werden (vgl. Ver-
suchsaufbau in Abb. 3.3(a)); (b) Detail aus Abbildung (a), die Ebene des Fokus,
die Rayleigh-Länge in negative (�R1 = 2,87 mm) und positive Propagationsrichtung
(�R2 = 2,14 mm), die Ebene der Teststruktur (rot) und die Position und Ausdehnung
des LiNbO3:Fe-Kristalls (orange) sind eingezeichnet; (c) Fläche der Intensität des
Strahls versus der Propagationsdistanz
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3.2.4 Experimentelle Überprüfung der Näherungen
Für die ptychographische Messung von photorefraktiven Kristallen wie LiNbO3:Fe und
die anschließende Auswertung der Ergebnisse, ist die VeriĄkation der Näherungen in
den zugrunde liegenden Modellen wichtig. Die Güte und die Grenzen der physikalischen
Modelle für das vorliegende Experiment können damit abgeschätzt werden.
Näherungen des ptychographischen Modells
Die Näherungen des ptychographischen Modells sind in Abschnitt 2.1.2 vorgestellt. Um
die Wechselwirkung des Lichts mit dem Kristall als komplexe Multiplikation darstellen zu
können, sollte Gleichung 2.14: �2min ⪰ �Ú erfüllt sein. Die Dicke � des verwendeten Kristalls
ist 0,193 mm, die Wellenlänge Ú des Lichts 532 nm. Die kleinste Strukturgröße �min im
Kristall sollte also größer als 10 µm sein. Da dies nicht unbedingt erfüllt ist, muss die
Rekonstruktion als integrierte Wechselwirkung der Wellenpropagation durch den Kristall
verstanden werden. Eine Trennung zwischen der rekonstruierten Transmission und dem
rekonstruierten Phasenschub des Kristalls ist dann nicht eindeutig, da sich Phasen- und
Amplitudenanteile einer Welle durch Propagation vermischen. Dieses Problem existiert
für jegliche auf Interferenz beruhende optische Untersuchungsmethode, wie zum Beispiel
für die Interferometrie an optisch dicken Proben. Indem die Ebene der Rekonstruktion in
eine bekannte Ebene gelegt wird, kann die Uneindeutigkeit durch die Verwendung der
immer gleichen Ebene, zum Beispiel der Rückseite des Kristalls, minimiert werden. Im
vorliegenden Experiment ist eine bekannte Ebene die Ebene der Teststruktur. Durch die
mittels der Teststruktur erhaltene Rekonstruktion der Wellenfront des Lasers in dieser
Ebene (Abbildung 3.5), kann diese Wellenfront als Randbedingung für die Rekonstruktion
des LiNbO3:Fe-Kristalls verwendet werden. Die Ebene der Teststruktur fällt mit der
Rückseite des Kristalls zusammen. Die rekonstruierte Transmission und der rekonstruierte
Phasenschub des Kristalls stellen dann die integrierte Wechselwirkung einer durch den
Kristall propagierten ebene Welle auf der Rückseite des Kristalls dar. Die zweite Näherung
des ptychographischen Modells ist die Darstellung der Propagation des Lichts aus der
Probenebene in die Detektorebene durch eine Fourier-Transformation. Die Bedingung für
den Abstand � zwischen Probe und Detektor ist in Gleichung 2.15 gegeben: � ⪰ �2maxÚ⊗1.
Die größte Strukturgröße �max ist der Durchmesser des Laserstrahls von etwa 58 µm.
Der Abstand zwischen Probe und Detektor sollte demnach größer als 6,3 mm sein. Der
Abstand zwischen Probe und Detektor beträgt im Experiment 67,05 mm, die Näherung
der Propagation durch eine Fourier-Transformation ist gerechtfertigt.
Näherungen der photorefraktiven Auswertung
Für die Auswertung der ptychographisch rekonstruierten Kristalleigenschaften und die
Interpretation im Rahmen des in Kapitel 2.3 vorgestellten Raumladungsfeldes, ist die
Erfüllung von zwei Näherungen nötig. Zum einen wird der Laserstrahl innerhalb des
LiNbO3:Fe-Kristalls als Parallelstrahl angenommen (Gleichung 2.46). Im Fokalbereich
einer Linse, das heißt innerhalb der Rayleigh-Länge in positive und negative Propagations-
richtung des Lichts, ist die Variation des Durchmessers eines Laserstahls vergleichsweise
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klein. Der Kristall ist innerhalb der Rayleigh-Länge im Strahlengang positioniert (siehe Ab-
bildung 3.6(b)). Vergleicht man die Dicke des Kristalls mit den Rayleigh-Längen des Strah-
lengangs, so ist diese wesentlich kleiner: � = 0,193 mm ⪯ �R1 = 2,87 mm, �R2 = 2,14 mm.
Mit der Charakterisierung des Laserstrahls aus dem vorherigen Unterkapitel kann die
Änderung des Durchmessers der Intensitätsverteilung innerhalb des Kristalls auf we-
niger als 0,5 % angegeben werden. Der Strahl innerhalb des Kristalls kann deshalb in
guter Näherung als parallel angenommen werden. Die zweite Näherung bezieht sich auf
die Verstärkung von parasitärer Streustrahlung und das damit verbundene Schreiben
holographischer Gitter im Kristallvolumen. Solange der Verstärkungsfaktor Γ und die
Kristalldicke � Gleichung 2.48: exp(Γ�) ≍= 1 erfüllen, ist die Vernachlässigung dieses
Prozesses gerechtfertigt. Für kleine Winkel in LiNbO3 ist Γ
≍= 1 /mm [39], zusammen
mit der Kristalldicke ergibt sich exp(1 ≤ 0,193) = 1,21 ≍= 1. Die Vernachlässigung der
Verstärkung parasitärer Streustrahlung ist gerechtfertigt.
3.3 Dynamik der Brechungsindexänderung
Im Folgenden wird die Entwicklung der Brechungsindexänderung in Abhängigkeit der Zeit
des Schreibens untersucht. Die durch die Charakterisierung des Laserstrahls bekannte
Intensitätsverteilung des Lasers wird genutzt, um bei einer Leistung von 0,244 mW und
einer Polarisation parallel der 3-Richtung an verschiedenen Stellen auf der LiNbO3:Fe-
Probe eine Brechungsindexänderung in den Kristall zu schreiben. Multipliziert man einen
Faktor 105 an alle Intensitäten in Abbildung 3.5, so stellen die dort gegebenen Werte die
Intensitätsverteilung des Lasers im Kristalls während des Schreibens dar. Der Kristall wird
an 15 verschiedenen Stellen mit unterschiedlichen Zeiten zwischen 1,4 s und 3418 s dem
Strahl exponiert. Anschließend wird die Leistung des Strahls um fünf Größenordnungen,
auf die vor dem Schreiben verwendete Leistung, abgeschwächt. Der gleiche Strahl, wie
er zum Schreiben verwendet wurde, wird nun für die Messung von Ptychogrammen der
verschiedenen Brechungsindexänderungen verwendet. Die Messungen werden analog der
Messung für die Charakterisierung des Laserstrahls im vorherigen Kapitel vorgenommen,
allerdings ist die Zahl der Beugungsbilder und damit das Gesichtsfeld auf der Probe
wesentlich größer. Die erreichbare OrtsauĆösung berechnet sich mit dem maximal gemes-
senen Beugungswinkel über Gleichung 2.16 zu 3 µm. Im Rahmen dieser Größe stimmt die
rekonstruierte Wellenfront des Lasers mit der mittels der Teststruktur rekonstruierten
Wellenfront in Abbildung 3.5 überein. Die rekonstruierte komplexe Transmissionsfunktion
des Kristalls für die 15 verschiedenen Brechungsindexänderungen ist in Abbildung 3.7
dargestellt. Die Skalierung der Bilder ist in den Teilen (a), (b) und (c) unterschiedlich.
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Abbildung 3.7(a) zeigt die rekonstruierte Transmission � und den Phasenschub Δ� für
die Zeiten (von rechts nach links) 1,4 s, 1,5 s, 2 s, 3 s, 4 s, 6 s und 10 s. Der Phasenschub ist
über Gleichung 2.42 in die Brechungsindexänderung Δ�33 umgerechnet und im unteren
Bild dargestellt. Die Abbildungen (b) und (c) zeigen die Transmission, den Phasenschub
und die Brechungsindexänderung für die Zeiten (Abbildung (b) von links nach rechts)
20 s, 50 s, 100 s und 210 s beziehungsweise (Abbildung (c) von rechts nach links) 450 s,
900 s, 1800 s und 3418 s. In beiden Abbildungen sind im rekonstruierten Phasenschub
Phasensprünge von 2Þ sichtbar. Da diese in geschlossenen Plateaus auftreten, kann die
Phase entrollt werden und für den Phasenschub ein Intervall beliebiger Größe zugelassen
werden. Die entrollten Phasen sind in den gleichen Abbildungen wie die Brechungsin-
dexänderung farbig jeweils im untersten Bild dargestellt. Für jede der 15 verschiedenen
Zeiten des Schreibens weist die Brechungsindexänderung ein oberes und ein unteres
Brechungsindexmaximum auf, welche das jeweilige Minimum der Brechungsindexände-
rung in die positive und negative 3-Richtung begrenzen. Die Absolutwerte der beiden
Maxima und des Minimums der Brechungsindexänderung sind gegenüber der Zeit des
Schreibens in Abbildung 3.8(a) aufgetragen. Das zeitliche Verhalten des Minimums ist
deutlich unterscheidbar vom Verhalten der beiden Maxima. Das Minimum der Bre-
chungsindexänderung ist nach schon etwa 900 s gegen einen festen Wert konvergiert. Im
Gegensatz dazu zeigen beide Maxima zwar für längere Zeiten ein im Vergleich zu kurzen
Zeiten des Schreibens schwächeres Wachstum, allerdings sind nach 3418 s des Schreibens
beide noch nicht konvergiert. Außerdem ist festzustellen, dass beide Maxima ein leicht
unterschiedliches zeitliches Verhalten haben. Für 900 s des Schreibens ist der Absolutwert
des Minimums in etwa gleich den beiden Werten der Maxima. Für kürzere Zeiten ist der
Wert des Minimums größer als die Werte der Maxima, für längere Zeiten sind die Werte
der Maxima größer als der Wert des Minimums. Für 3418 s des Schreibens erreicht das
Minimum des Brechungsindex einen Wert von ⊗2,23 ≤ 10⊗3, das Maximum in positive
3-Richung (oberes) einen Wert von 3,49 ≤ 10⊗3 und das Maximum in negative 3-Richtung
(unteres) einen Wert von 3,40 ≤ 10⊗3. In den Abbildungen 3.8(b), (c) und (d) sind ProĄle
der Brechungsindexänderung zu allen 15 Zeiten des Schreibens dargestellt. Da die Ptycho-
graphie sowohl die Transmissionsfunktion der Probe als auch die Wellenfront des Lasers
rekonstruiert, ist die relative Position zwischen der rekonstruierten Wellenfront und der
Transmissionsfunktion bekannt. Weil für den ptychographischen Messprozess nur die
Leistung, nicht aber die Form des Laserstrahls, in Bezug auf den Prozess des Schreibens
verändert ist, kann die genaue Position der Intensitätsverteilung des scheibenden Lasers
auf der generierten Brechungsindexänderung festgestellt werden. Zusätzlich ist deshalb
neben den ProĄlen der Brechungsindexänderungen auch die Intensitätsverteilung des
Lasers auf dem Kristall während des Schreibens dargestellt. Alle ProĄle in Abbildung
3.8(b), (c) und (d) sind entlang der 3-Richtung durch die Position des Intensitätsmaxi-
mums des Lasers gezeichnet. Im Vergleich zwischen den ProĄlen erkennt man, dass die
negative Brechungsindexänderung am schnellsten am Ort der höchsten Intensität wächst.
Die negative Brechungsindexänderung am Ort der maximalen Intensität konvergiert für
die langen Zeiten des Schreibens und erreicht eine Sättigung. Die Intensitätsverteilung
des schreibenden Strahls hat eine Schulter auf der rechten Seite, wie sie auch schon im
Kapitel der Charakterisierung des Laserstrahls in Abbildung 3.5(d) sichtbar ist. Am Ort
dieser Schulter ist ebenfalls die Ausbildung einer negativen Brechungsindexänderung
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beobachtbar, allerdings erreicht diese die Sättigung später als am Ort der maximalen
Intensität. Dies ist in der asymmetrischen Verbreiterung des Topfes negativer Brechungs-
indexänderung in positive 3-Richtung (rechts) für lange Zeiten des Schreibens sichtbar
(Abbildung (b)). Auf der gleichen Seite (rechts) ist die Form der positiven Brechungs-
indexänderung deutlich anders als die Form der positiven Brechungsindexänderung in
negative 3-Richtung (links). Während für die linke positive Brechungsindexänderung eine
beständig wachsende runde Form des Brechungindexmaximums dominiert, ist für die
rechte positive Brechungsindexänderung für die Zeiten 50 s, 100 s und 210 s die Ausbil-
dung eines Plateaus sichtbar. Für längere Zeiten des Schreibens wird die dem Strahl
zugewandte Seite des Plateaus in eine negative Brechungsindexänderung umgewandelt,
die dem Strahl abgewandte Seite bildet hingegen eine Form der positiven Brechungsin-
dexänderung aus, wie sie auch in der positiven Brechungsindexänderung auf der linken
Seite sichtbar ist. Dies ist konsistent mit dem leicht unterschiedlichen zeitlichen Ver-
halten der Werte des oberen und des unteren Maximums der Brechungindexänderung
in Abbildung (a). In Abbildung (d) sind die ProĄle der Brechungsindexänderung für
kurze Zeiten des Schreibens dargestellt. Die Strukturierung der ProĄle zeigt, dass sich
die Größe der rekonstruierten Werte der Brechungsindexänderung der Rauschgrenze der
Rekonstruktion nähert. Die untere Grenze einer auĆösbaren Brechungsindexänderung
kann auf etwa 10⊗5 angegeben werden. Auch für die kurzen Zeiten des Schreibens zeigt
sich die schnellste Änderung der negativen Brechungsindexänderung am Ort der höchsten
Intensität des schreibenden Strahls. Besonders gut ist im ProĄl für 4 s die Ausbildung
eines Sattelpunktes der Brechungsindexänderung am Ort der Schulter in der Intensi-
tätsverteilung zu sehen. Die Asymmetrie zwischen der linken und der rechten positiven
Brechungsindexänderung existiert demnach schon für sehr kurze Zeiten des Schreibens.
Im Vergleich zwischen den Maxima und Minima der ProĄle aus den Abbildungen (b),
(c) und (d) mit den Werten in Abbildung (a) lassen sich kleine Unterschiede der Werte
feststellen. Diese erklären sich damit, dass sowohl beide Maxima als auch das Minimum
der Brechungsindexänderungen in Bezug auf das Maximum der Intensitätsverteilung um
einige Mikrometer in die negative 2-Richtung verschoben sind.
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Abbildung 3.8: (a) Betrag der beiden Maxima und des Minimums des rekonstruierten
Phasenschubs bzw. der Brechungsindexänderung versus der Zeit � des Schreibens, Werte
entnommen aus Abb. 3.7; ProĄle der Brechungsindexänderung durch den Ort des
Intensitätsmaximums auf der Probe für verschiedene Zeiten � des Schreibens zusammen
mit dem ProĄl der Intensitätsverteilung: (a) � = 3418 s, 1800 s, 900 s, 450 s, 210 s, 100 s,
50 s, (b) � = 50 s, 20 s, 10 s, 6 s, 4 s, (c) � = 4 s, 3 s, 2 s, 1,5 s, 1,4 s
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Neben dem Phasenschub des LiNbO3:Fe-Kristalls wird auch die Transmission � rekon-
struiert. Für die sieben kurzen Zeiten des Schreibens in Abbildung 3.7(a) ist neben dem
Phasenschub durch den Kristall nahezu keine Änderung der Transmission des Kristalls
erkennbar. Dies ändert sich in den Abbildungen (b) und (c). Mit stärker werdendem
Phasenschub ändert sich auch die Stärke der rekonstruierten Transmissionsmodulation.
Die rekonstruierte Transmission des Kristalls ist besonders in den Bereichen einer starken
Änderung des Phasenschubs moduliert. Dies zeigt sich in der Betrachtung der Zeiten
900 s, 1800 s und 3418 s, bei welchen der Gradient des Phasenschubs in 3-Richtung groß
ist und die Transmission entlang des Vorzeichenwechsels im Phasenschub starke Änderun-
gen aufweist. Die Strukturierung der Transmission ist grob durch zwei halbkreisförmige
Strukturen ober- und unterhalb des Zentrums der Brechungsindexänderung beschreibbar.
Allerdings werden nicht nur Bereiche mit einer Transmission � ⊘ 1 rekonstruiert, sondern
auch Bereiche in denen � > 1 ist. Physikalisch bedeutet � > 1, dass in diesen Bereichen
das Licht verstärkt wird. Bildet man allerdings den Mittelwert über jeweils die Modulation
der Transmission ober- und unterhalb des Zentrums der Brechungsindexänderung, so
erhält man im Rahmen der Rauschgrenze der Rekonstruktion den selben Wert, wie wenn
über einen Bereich weit entfernt von jeglicher Brechungsindexänderung gemittelt wird.
Insgesamt fehlen demnach in den Bereichen der oberen und der unteren Transmissions-
modulation keine Photonen. Die rekonstruierte Transmissionsänderung wird nicht durch
Photoabsorption hervorgerufen, sondern die Intensität einer das Objekt durchlaufenden
ebenen Welle wird von den in der Transmission � dunkel erscheinenden Bereichen in die
hell erscheinenden Bereiche umverteilt. Die Transmissionsmodulation ist als Phasenkon-
trastbild der Brechungsindexänderung im Volumen des Kristalls zu verstehen. Dies wird
durch die in Abbildung 3.9(a) dargestellte Messung im Lichtmikroskop bestätigt. Es ist
der gleiche Bereich der LiNbO3:Fe-Probe gezeigt, wie er in Abbildung 3.7(c) rekonstruiert
ist. Auch im Mikroskop zeigen sich Modulationen der Transmission ober- und unterhalb
des Zentrum der Brechungsindexänderung. Die im Detail unterschiedliche Strukturierung
der Transmission ist auf die Verwendung inkohärenter Strahlung im Mikroskop und die
Verwendung kohärenter Strahlung in der Ptychographie zurückzuführen. Mittelt man in
der lichtmikroskopischen Messung jeweils über den oberen und den unteren Halbkreis der
Transmissionsmodulation, so stellt man fest, dass es auch hier keine Photoabsorption,
sondern nur eine Umverteilung von Intensität gibt. Wie im vorherigen Kapitel 3.2.4
bei der Erläuterung der Näherungen des ptychographischen Modells diskutiert, handelt
es sich bei der Rekonstruktion der komplexen Transmissionsfunktion des Kristalls um
eine integrierte Wechselwirkung einer durch den Kristall propagierten ebenen Welle.
Die Transmissionsmodulation liefert eine zusätzliche Information darüber, dass einige
Strahlen den Kristall nicht auf geradem Weg durchlaufen, wie es in Abbildung 3.9(b)
skizziert ist, sondern entlang einer gekrümmten Bahn, wie in Abbildung 3.9(c) gezeigt ist.
Damit weist auch der gemessene Phasenschub lokale Abweichungen vom senkrecht durch
den Kristall projizierten Wert auf, allerdings sind die Korrekturen für den rekonstruier-
ten Phasenschub nur klein und werden im Folgenden vernachlässigt. Diese zusätzliche
Information über die Umverteilung von Intensität einer Wellenfront in der Ebene der
Messung ist durch Methoden wie die Interferometrie nicht ohne Weiteres zugänglich,
obwohl die Methode die gleiche Art der Wechselwirkung misst.
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Abbildung 3.9: (a) Lichtmikroskopisch gemessene Transmission � der Brechungs-
indexänderungen aus Abb. 3.7(c) (Zeit des Schreibens von rechts nach links: 450 s,
900 s, 1800 s, 3418 s; (b) gerader Strahlengang durch den Kristall; (c) gekrümmter
Strahlengang durch den Kristall als Erklärung der Transmissionsänderung durch die
Brechungsindexänderung im Kristallvolumen
Für den gemessenen Phasenschub verschiedener Zeiten des Schreibens in Abbildung 3.7
besteht die Möglichkeit, dass er nicht allein durch die lichtinduzierte Brechungsdindex-
änderung hervorgerufen wird. Es ist möglich, dass der Beitrag einer Dickenvariation
der AR-Beschichtung oder des LiNbO3:Fe-Kristalls, oder auch das Vorhandensein ei-
ner dünnen Wasserschicht auf der OberĆäche durch die Reinigung des Kristalls mit
Aceton zu einem zusätzlichen Phasenschub Δ� führt. Der relative Fehler der umge-
rechneten Brechungsindexänderung Δ� ist für kürzere Zeiten des Schreibens größer
als für längeren Zeiten, da der durch die Brechungsindexänderung induzierte Pha-
senschub mit der Zeit des Schreibens wächst, der mögliche Phasenschub durch die
Dickenvariation oder die Wasserschicht allerdings konstant bleibt. Über die AuĆösungs-
grenze Δ�min = 10⊗5 der Brechungsindexänderung kann mit den Brechungsindizes von
LiNbO3:Fe �33(LiNbO3) = 2,233 (Appendix B) und Wasser �(H2O) = 1,33 zusammen
mit der Verhältnisgleichung � ≤ Δ�min = � ≤ Δ�min eine AuĆösungsgrenze für die minimal
sichtbare Dickenänderung Δ�min angegeben werden. Für LiNbO3:Fe ergibt sich eine
minimal sichtbare Dickenänderung von Δ�min(LiNbO3: Fe) = 1,0 nm, für Wasser ergibt
sich eine minimal sichtbare Schichtdicke von Δ�min(H2O) = 1,7 nm. Eine Dickenände-
rung in Form eines Kratzers auf der KristalloberĆäche ist im Bild des Phasenschubs Δ�
in Abbildung 3.7(a) rechts oben zu sehen. In der gleichen Abbildung äußert sich das
Vorhandensein einer dünnen Wasserschicht auf dem Kristall durch einen leicht dunkleren
Hintergrund der Brechungsindexänderungen für die Zeiten 1,5 s, 2 s und 3 s des Schrei-
bens im Vergleich mit dem Hintergrund der Brechungsindexänderungen für 1,4 s, 4 s, 6 s
und 10 s. Mit der Gleichung Δ�(H2O) = Ú ≤ Δ� ≤ (2Þ ≤ �(H2O))⊗1 ergibt sich für den
bedeckten Bereich eine mittlere Dicke der Wasserschicht von (3,8 ∘ 1,3) nm. Diese Efekte
verdeutlichen die Sensitivität der Ptychographie und zeigen mögliche zusätzliche Quellen
für einen gemessenen Phasenschub neben der induzierten Brechungsindexänderung auf.
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3.4 Polarisationsabhängigkeit der Brechungsindexänderung
Wie in den Kapiteln 2.2.2 und 2.2.3 beschrieben, ist der photorefraktive Efekt abhängig
von der Polarisation des Lichts. Es kann zum einen die Polarisation des schreibenden
Strahls und zum anderen die Polarisation des lesenden Strahls, also des Strahls für die
Messung des Ptychogramms, variiert werden. Im Folgenden wird, wie auch im vorherigen
Versuchsteil, die Polarisation des schreibenden Strahls parallel der 3-Richtung gelegt.
Der lesende Strahl wird hingegen für eine Messung parallel der 3-Richtung und für eine
weitere Messung parallel der 2-Richtung polarisiert. Wie in Kapitel 2.3.1 beschrieben,
kann anhand dieser Messungen das Raumladungsfeld und die Ladungsverteilung im
Kristall berechnet werden.
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Abbildung 3.10: (a) Intensität und Phase des Laserstrahls in der Ebene der Teststruk-
tur; (b) Horizontales (grün, oben) und vertikales (orange, unten) ProĄl der Intensität;
(c) Kaustik des Laserstrahls mit eingezeichneter Ebene der Teststruktur (rot) und des
LiNbO3:Fe-Kristalls (orange)
Für das Experiment wird der Strahlengang leicht abgeändert, weshalb eine neue Charakte-
risierung des Laserstrahls mittels der Teststruktur vorgenommen wird (vergleiche Kapitel
3.2.3). Die Laserleistung wird auf 0,755 nW eingestellt und der Abstand zwischen Probe
und Detektor wird auf 57,62 mm bestimmt. Die rekonstruierte Intensität und Phase des
Laserstrahls in der Ebene der Teststruktur sind in Abbildung 3.10(a) dargestellt. Die
Intensitätsverteilung ist leicht elliptisch und hat ein Maximum von 1,73 W/m2. Die Phase
ist Ćach. Die Teststruktur ist analog zur Rekonstruktion im Kapitel der Charakterisierung
des Laserstrahls (Abbildung 3.4(b)) rekonstruiert. Anhand der rekonstruierten Struktu-
ren der Teststruktur kann die erreichte OrtsauĆösung mit 2 µm angegeben werden. In
Abbildung 3.10(b) sind die ProĄle der Intensitätsverteilung des Lasers gezeigt. Das ProĄl
entlang der 2-Richtung ist in grün (oben) und das ProĄl entlang der 3-Richtung in orange
(unten) dargestellt. Die FWHM in 2- und 3-Richtung ist 21,8 µm beziehungsweise 17,0 µm.
Abbildung (c) zeigt die durch Fresnel-Propagation berechnete Kaustik des Lasers im
Bereich der Probe. Wie im vorherigen Experiment fällt die Ebene der Teststruktur mit
der dem Detektor zugewandten KristalloberĆäche zusammen. Sowohl die Teststruktur,
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als auch der LiNbO3:Fe-Kristall sind direkt im Fokus positioniert. Die Änderung der
Intensitätsverteilung innerhalb des Kristalls ist kleiner als 0,04 %.
Für das Schreiben der Brechungsindexänderung wird die Leistung des Lasers auf 7,55 µW
erhöht. Multipliziert man an alle Intensitätswerte in Abbildung 3.10 einen Faktor 104,
so erhält man die Intensitätsverteilung des Lasers innerhalb des Kristalls während des
Schreibens. Die Polarisation des Lasers ist parallel der 3-Richtung ausgerichtet. Der
Kristall wird dem Strahl 4 h lang exponiert. Anschließend wird die Leistung des Lasers
wieder um vier Größenordnungen verkleinert und ein Ptychogramm der induzierten
Brechungsindexänderung aufgenommen. Die Messung erfolgt analog der Beschreibung der
Messung aus Kapitel 3.2.3. Die untere Schranke für die rekonstruierbare OrtsauĆösung
kann mittels des größten aufgenommenen Beugungswinkels auf 3 µm angegeben werden.
Für die Messung wird die Polarisation des Lichts parallel der 3-Richtung gelegt. Die
rekonstruierte Wellenfront des Lasers stimmt im Rahmen der OrtsauĆösung mit der
rekonstruierten Wellenfront in Abbildung 3.10(a) überein. Die rekonstruierte Transmissi-
onsfunktion des Kristalls ist in Abbildung 3.11(a) gegeben, links die Transmission, mittig
der Phasenschub des Kristalls. Analog zur vorherigen Messung wird in der Transmission
ein Phasenkontrastbild des Kristalls rekonstruiert, weshalb die Transmission � Werte
von bis zu 2,33 aufweist. Der rekonstruierte Phasenschub im mittigen Bild zeigt mehrere
Phasensprünge von 2Þ. Da diese in geschlossenen Plateaus auftreten, können sie entrollt
in einem beliebigen Intervall dargestellt werden. Die entrollte Phase ist farbig in der
rechten Abbildung dargestellt. Die Werte des Phasenschubs sind mittels Gleichung 2.42 in
die Brechungsindexänderung Δ�33 umgerechnet. Das obere und das untere Maximum der
Brechungsindexänderung haben einen Wert von 1,57 ≤ 10⊗3 beziehungsweise 1,38 ≤ 10⊗3.
Das Minimum der Brechungsindexänderung hat einen Wert von 2,22 ≤ 10⊗3. Die Genau-
igkeit der rekonstruierten Brechungsindexänderung liegt bei 10⊗5.
Es folgt die Messung der selben Brechungsindexänderung mit einer Polarisation des lesen-
den Strahls parallel der 2-Richtung. Für die Wahl der Polarisation ist eine Ú/2-Platte im
Strahlengang vorhanden (vergleiche Aufbau in Abbildung 3.3(a)). Der größte gemessene
Beugungswinkel gibt die untere Schranke für die rekonstruierbare OrtsauĆösung auch hier
zu 3 µm an und die rekonstruierte Wellenfront des Lasers ist im Rahmen dieser AuĆösung
gleich der Wellenfront aus Abbildung 3.10(a). Die rekonstruierte Transmissionsfunktion
des Kristalls ist in Abbildung 3.11(b) gegeben. Links ist die Transmission � und rechts der
Phasenschub Δ�, beziehungsweise die berechnete Brechungsindexänderung Δ�22, abgebil-
det. Die Transmission hat ein Maximum von 1,34 und der Phasenschub des Kristalls zeigt,
im Gegensatz zur vorherigen Messung, keinen Phasensprung von 2Þ. Das obere und das
untere Maximum der Brechungsindexänderung ist 0,44 ≤ 10⊗3 beziehungsweise 0,42 ≤ 10⊗3.
Das Minimum der Brechungsindexänderung wird auf den Wert 0,74 ≤ 10⊗3 bestimmt,
wobei die AuĆösungsgrenze bei 10⊗5 liegt. Im Vergleich zwischen den Bildern von Δ�22
und Δ�33 aus den Abbildungen (a) und (b) ist, abgesehen von den unterschiedlichen
Absolutwerten, auch eine leichte Änderung der Verteilung der Brechungsindexänderung
zu beobachten. Das obere Maximum der Brechungsindexänderung Δ�22 ist gegenüber
dem oberen Maximum von Δ�33 leicht nach rechts, das untere Maximum hingegen leicht
nach links verschoben. Analog zum Experiment im vorherigen Kapitel ist durch die
gleichzeitige Rekonstruktion der Wellenfront des Lasers zusammen mit der Transmis-
sionsfunktion des Kristalls die relative Position zwischen der Intensitätsverteilung des
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4.1 Dynamik des Raumladungsfeldes und der Ladungen
In den theoretischen Vorbetrachtungen in Unterkapitel 2.3.4 ĎDynamik der Ladun-
gen und des FeldesŞ ist eine Theorie für die Ladungsumverteilung und Entstehung
des Raumladungsfeldes während des Schreibens vorgestellt. Im selben Unterkapitel ist
die Implementierung einer iterativen Simulation des Ein-Zentrum-Modells gezeigt, wel-
che mit Hilfe einiger Kristallparameter und der Intensitätsverteilung des schreibenden
Strahls die Dynamik der Ladungsverteilung, des Raumladungsfeldes und damit auch der
Brechungsindexänderung zu berechnen vermag. Wie in Kapitel 3.3 ĎDynamik der Bre-
chungsindexänderungŞ gezeigt, eröfnet das Messverfahren der Ptychographie sowohl einen
Zugang zur Intensitätsverteilung des schreibenden Laserstrahls, als auch zur Brechungsin-
dexänderung im Kristall nach verschiedenen Zeiten des Schreibens. Im Folgenden wird die
durch die Ptychographie gewonnene Intensitätsverteilung des Lasers genutzt, um mittels
der Simulation des Ein-Zentrum-Modells die Dynamik der Brechungsindexänderung zu
berechnen. Der Vergleich der Simulation mit der ptychographisch gemessenen Dynamik
der Brechungsindexänderung ermöglicht die Anpassung mikroskopischer Parameter der
Ladungswanderung.
4.1.1 Simulation
Neben den Werten der Naturkonstanten �, �0, ℎ und �B (siehe Appendix A) werden
für die Simulation die materialspeziĄschen Parameter �̃22, �̃33 (siehe Appendix B), die
Temperatur � = 293 K, die Pixelgröße �pix = 0,9725 µm, die in Kapitel 3.1.2 ermittelten
Fe2+- und Fe3+-Dichten �Fe2+ = 0,887 ≤ 1024 m⊗3 und �Fe3+ = 8,539 ≤ 1024 m⊗3 und die
Beweglichkeit der Elektronen Û = 1,1 ≤ 10⊗7 m2(Vs)⊗1 [48] genutzt. Die verbleibenden
freien Größen sind der reduzierte photovoltaische Koeizient Ñred333 und der Parameter
� = ��Û(�ℎÜ)⊗1, welcher sich aus der Generationswahrscheinlichkeit � und der Rekombi-
nationswahrscheinlichkeit � für Elektronen, der Beweglichkeit Û und der Photonenenergie
ℎÜ = 2,331 eV zusammensetzt. Ñred333 kann mit den Gleichungen 2.44 (Umrechnung von
�3 in Δ�33) und 2.67 (Sättigungswert von �3) über den Sättigungswert der gemessenen
Brechungsindexänderung angepasst werden. Allerdings ist dieser Wert nicht unabhängig
von Parameter �, weshalb in der genaueren Erläuterung der iterativen Implementierung
des Ein-Zentrum-Modells in Appendix D die Größe
Ñ̂333 = �c
Ñred333
�
(4.1)
eingeführt ist. �c = �Fe3+(� = 0) ⊗�Fe2+(� = 0) = 7,651 ≤ 1024 m⊗3 ist die Kompensati-
onsladungsdichte. Um die Simulation des Ein-Zentrum-Modells möglichst genau an die
Messung der Dynamik der Brechungsindexänderung in Kapitel 3.3 anzupassen, werden
folgende Werte für die zwei freien und unabhängigen Parameter Ñ̂333 und � gewählt:
Ñ̂333 = (1,0015 ∘ 0,1000) ≤ 107 V/m (4.2)
� = (6 ∘ 1) ≤ 10⊗16 mΩ⊗1W⊗1 . (4.3)
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Um diese am besten geeigneten Werte für Ñ̂333 und � zu ermitteln, werden verschiede-
ne Simulationen mit variierenden Anfangswerten für Ñ̂333 und � durchgeführt. Der
Wert für Ñ̂333 wird schrittweise um 0,1 ≤ 107 V/m, der Wert für � schrittweise um
1 ≤ 10⊗16 mΩ⊗1W⊗1 geändert. Die in den Gleichungen 4.2 und 4.3 gegebenen Fehler
des jeweils optimalen Werts ergeben sich durch die Schrittweite der Variation beider
Größen. In den Abbildungen 4.1 und 4.2 sind die Ergebnisse der Simulation im Vergleich
mit den experimentellen Daten dargestellt. Abbildung 4.1(a) zeigt die für die Simulation
verwendende und durch die ptychographische Messung bekannte Intensitätsverteilung des
schreibenden Strahls. Es ist die gleiche Intensitätsverteilung, wie sie auch in Abbildung
3.5 in Kapitel 3.2.3 ĎCharakterisierung des LaserstrahlsŞ dargestellt ist. Wie in Kapitel
3.2.4 ĎExperimentelle Überprüfung der NäherungenŞ erläutert, ist sowohl die Variation
der Intensitätsverteilung in Strahlrichtung, als auch die Entstehung holographischer
Verstärkung von parasitärer Streustrahlung innerhalb des Kristalls vernachlässigbar. Da
damit auch die Variation der entstehenden Ladungsverteilung in Stahlrichtung im Kristall
vernachlässigt werden kann (vergleiche Kapitel 2.3.1), ist die Bedingung für �1 ≍= 0 erfüllt.
Der Ansatz der Simulation, den Kristall in inĄnitesimal dünne Scheiben zu zerlegen und
nur eine Scheibe als Repräsentant für alle anderen Scheiben zu betrachten, ist damit
gerechtfertigt.
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Abbildung 4.1: Simulation der Ladungs- und Raumladungsfelddynamik im Vergleich
mit dem Experiment; (a) Für die Simulation genutzte ptychographisch rekonstru-
ierte Intensitätsverteilung des schreibenden Strahls; (b) Betrag des Minimums der
Brechungsindexänderung ♣min(Δ�33)♣ versus der Zeit � des Schreibens
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4.1.2 Vergleich zwischen Messung und Simulation
Abbildung 4.1(b) zeigt den Betrag der minimalen Brechungsindexänderung ♣min(Δ�33)♣
versus der Zeit � des Schreibens. Die experimentellen Messpunkte stammen aus der
Messreihe in Kapitel 3.3 und sind als schwarze Quadrate eingetragen. Der mittels der
Simulation erhaltene Verlauf ist in blau dargestellt. Die Anpassung der Parameter Ñ̂333
und � erfolgt über die Anpassung der simulierten minimalen Brechungsindexänderung an
die gemessenen Werte. Die auf die Zahl der Messpunkte normierte Summe der Abstands-
quadrate zwischen Messung und Simulation kann mit ä2 = 5,91 ≤ 10⊗6 angegeben werden.
Für die kurzen Zeiten des Schreibens wird eine etwas tiefere Brechungsindexänderung
gemessen, als sie durch die Simulation berechnet wird. Allerdings zeigen sowohl die
gemessenen, als auch die simulierten Daten einen linearen Anstieg des Minimums der
Brechungsindexänderung für Zeiten bis etwa 50 s des Schreibens. Für größere Zeiten
gehen sowohl die Messwerte, als auch die Simulation in eine Sättigung der Brechungs-
indexänderung über. Für die Zeiten 4 s, 50 s, 210 s, 900 s und 3418 s sind in Abbildung
4.2(a) die simulierte Ladungsdichte � und die Raumladungsfeldkomponenten �2 und
�3 präsentiert. Die Bilder in Abbildung 4.2 haben die gleiche Größe und zeigen den
gleichen Bereich wie die Intensitätsverteilung in Abbildung 4.1(a), die Abbildungen sind
direkt vergleichbar. Die Ladungsdichte � zeigt für alle Zeiten des Schreibens in Bezug
auf den beleuchteten Bereich die Separation einer erhöhten Konzentration negativer
Ladungen in positive 3-Richtung und eine erhöhte Konzentration positiver Ladungen
in negative 3-Richtung. Da eine negative Ladungsdichte eine erhöhte Fe2+-Dichte und
eine positive Ladungsdichte eine erhöhte Fe3+-Dichte darstellt, ist evident, dass sich
die Elektronen im Leitungsband des Kristalls in positive 3-Richtung (c-Achse) bewegen.
Dieses Verhalten ist abhängig von der Wahl des Vorzeichens für die Komponente des
photovoltaischen Tensors, welches positiv ist [49]. Für die kurzen Zeiten des Schreibens
zeigt sich in der Ladungsverteilung � eine direkte Angrenzung der positiven Ladungs-
verteilung an die negative Ladungsverteilung. Mit zunehmender Zeit des Schreibens
entsteht im zentralen beleuchteten Bereich eine neutrale Ladungsdichte und es bilden sich
ein jeweils halbkreisförmiger Bogen negativer beziehungsweise positiver Ladungsdichte
ober- und unterhalb des beleuchteten Bereichs heraus. Dementsprechend ist auch die
Verteilung des elektrischen Raumladungfeldes im zentralen Bereich zwischen den beiden
Ladungszentren für lange Zeiten des Schreibens homogen, wobei die �3-Komponente
einen hohen Wert der Feldstärke annimmt und die �2-Komponente nahezu gleich Null
ist. Dies ist kongruent mit den Gleichungen 2.66 und 2.67. Die allgemeine Form der
Vorzeichenverteilung beider Feldkomponenten bleibt für alle Zeiten des Scheibens ähnlich.
Die �2-Komponente weist in Bezug auf den beleuchteten Bereich links oben und rechts
unten ein positives Vorzeichen und links unten und rechts oben ein negatives Vorzeichen
auf. Die �3-Komponente hat ober- und unterhalb des beleuchteten Bereichs ein negatives
Vorzeichen und im Bereich der Intensitätsverteilung des schreibenden Strahls selbst
ein positives Vorzeichen. Da die Brechungsindexänderung Δ�33 über Gleichung 2.44
direkt aus der �3-Komponente des Raumladungsfeldes berechenbar ist, kann die durch
die Simulation erhaltene Brechungsindexänderung mit der ptychographisch gemessenen
Brechungsindexänderung verglichen werden. In Abbildung 4.2(b) ist in paarweise gleicher
Skalierung für die fünf verschiedenen Zeiten des Schreibens oben die simulierte und unten
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die gemessene Brechungsindexänderung Δ�33 dargestellt. Die simulierte Dynamik der
Brechungsindexänderung ist sichtbar ähnlich zum gemessenen Verhalten. Im Vergleich
zwischen den Zeiten 4 s und 50 s ist sowohl in der Simulation als auch in der Messung
die generelle Form der Brechungsindexverteilung gleich geblieben, auch wenn sich die
absolute Größe der Werte geändert hat. Dies steht in Übereinstimmung mit dem linearen
Wachstum des Minimums der Brechungsindexänderung in Abbildung 4.1(b). Für die
Zeiten 4 s, 50 s und 210 s zeigt sich in Abbildung 4.2(b) sowohl in der Simulation als auch
in der Messung eine Asymmetrie in der negativen Brechungsindexänderung in Bezug
auf die 3-Richtung. Die Gleiche Asymmetrie ist auch in der Intensitätsverteilung in
Abbildung 4.1(a) erkennbar. Das Maximum der Intensität ist in Bezug auf das Zentrum
der Verteilung leicht nach unten verschoben. Gleiches gilt für die negative Brechungsin-
dexänderung. Das Minimum der Brechungsindexänderung ist in Bezug auf das Zentrum
der negativen Brechungsindexänderung nach unten verschoben. Für die langen Zeiten
des Schreibens ist sowohl in der Simulation als auch in der Messung die Ausbildung
eines Topfes negativer Brechungsindexänderung im beleuchteten Bereich sichtbar. Der
Abfall des Topfes auf Null ist in 2-Richtung sanfter als der steile Vorzeichenwechsel der
Brechungsindexänderung in 3-Richtung. In Simulation und Experiment entsteht dadurch
der Eindruck einer leicht ovalen Form der negativen Brechungsindexänderung. Durch die
paarweise gleiche Skalierung der Bilder lässt sich erkennen, dass die simulierten Werte
der negativen Brechungsindexverteilung gut mit den Werten der Messung übereinstim-
men. Für die positiven Brechungsindexänderungen ober- und unterhalb des beleuchteten
Bereichs ist die Form hingegen zwar ähnlich, besonders sei hier auf eine wellenartige
Modulation in der oberen positiven Brechungsindexänderung für 3418 s des Schreibens
hingewiesen, die absoluten Werte sind allerdings unterschiedlich. Die Werte der positiven
Brechungsindexänderungen der Simulation sind schwächer als die gemessenen Werte. In
Abbildung 4.3 ist dies verdeutlicht. In orange beziehungsweise rot sind die Werte des
gemessenen und des simulierten oberen beziehungsweise unteren Maximums der positiven
Brechungsindexänderung versus der Zeit des Schreibens aufgetragen. Gut sichtbar ist die
Abweichung der simulierten von den gemessenen Daten für Zeiten kleiner als 20 s und
größer als 210 s. Dies deutet darauf hin, dass für diese Zeiten im Bereich der positiven
Brechungsindexänderungen noch ein weiterer physikalischer Prozess stattĄndet, welcher
einen anderen Ursprung als das der Simulation zugrunde liegende zweidimensionale
Modell der Ladungsumverteilung hat. Für die längeren Zeiten des Schreibens wäre die
Entstehung eines Volumenefekts, wie dem Schreiben holographischer Gitter in den
Bereichen positiver Brechungsindexänderung, eine Möglichkeit. Da das Licht aus dem
zentralen Bereich durch die negative Brechungsindexänderung zerstreut, in den Bereichen
der positiven Brechungsindexänderungen hingegen kollimiert wird, sammelt sich das Licht
bei der Durchstrahlung des Kristalls im Bereich der positiven Brechungsindexänderungen.
Durch die Interferenz der kollimierten Strahlen miteinander, oder die Interferenz der
kollimierten Strahlen mit dem ungestreuten Laserstrahl, könnten lokale Brechungsindex-
gitter geschrieben werden. Die Gitter würden im Experiment lokal eine stärkere Streuung
verursachen und werden ptychographisch als stärkere Änderung des lokalen Brechungsin-
dex rekonstruiert. Die Simulation beinhaltet diesen Prozess nicht und liefert deshalb in
den Bereichen der positiven Brechungsindexänderung andere Ergebnisse. Allerdings kann
dieser weitere physikalische Prozess auf den Ort der positiven Brechungsindexänderungen
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eingeschränkt bleiben, da die Vorhersage des zweidimensionalen Modells für die negative
Brechungsindexänderung in guter Übereinstimmung mit dem Experiment liegt. Dies wird
durch die in Abbildung 4.4 dargestellten ProĄle bestätigt. Die ProĄle zeigen den quanti-
tativen Vergleich zwischen der gemessenen und der simulierten Brechungsindexänderung
zu den Zeiten 4 s (Abbildung (a)), 50 s (Abbildung (b)), 210 s (Abbildung (c)), 900 s
(Abbildung (d)) und 3418 s (Abbildung (e)) des Schreibens. Alle ProĄle sind parallel der
3-Richtung durch den Ort des Maximums der Intensitätsverteilung des schreibenden La-
sers gezeichnet. Die ptychographisch rekonstruierten Werte der Brechungsindexänderung
Δ�33 sind als schwarze Quadrate, die simulierten Werte als blaue Linie eingezeichnet.
In orange ist zusätzlich das zur simulierten Brechungsindexänderung korrespondierende
ProĄl der Ladungsdichte � gezeigt. Ein positives Vorzeichen der Ladungsdichte steht für
einen Fe3+-Überschuss, ein negatives Vorzeichen für einen Fe2+-Überschuss.
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Abbildung 4.3: Vergleich zwischen dem simulierten und dem ptychographisch gemes-
senen oberen beziehungsweise unteren Maximum der Brechungsindexänderung Δ�33
versus der Zeit � des Schreibens
Mit der Betrachtung von Abbildung 4.4 ist evident, dass das qualitative Verhalten der
Brechungsindexänderung durch die Simulation wiedergegeben wird. In den Abbildungen
(b) und (c) ist auch das quantitative Verhalten der Brechungsindexänderung gut durch
die Simulation repräsentiert. Wie durch die Diskussion der Graphen in den Abbildungen
4.1(b) und 4.3 bereits bekannt, ist das gemessene Minimum der Brechungsindexände-
rung für 4 s des Schreibens tiefer als das simulierte Minimum und die Abweichung der
maximalen Brechungsindexänderungen zwischen Experiment und Simulation ist für die
Zeiten 4 s, 900 s und 3418 s größer als für die Zeiten 50 s und 210 s. In Abbildung 4.4(a)
ist sowohl im Experiment als auch in der Simulation eine Schulter in der negativen
Brechungsindexänderung rechts neben dem Minimum der Brechungsindexänderung zu
erkennen. Die simulierte Ladungsverteilung zeigt eine positive Ladungsdichte � links vom
Minimum der Brechungsindexänderung und zwei fast gleich tiefe Höcker der negativen
Ladungsdichte auf der rechten Seite, wobei sich zwischen den zwei Höckern die Schulter
der Brechungsindexänderung beĄndet. Für die Zeiten 50 s und 210 s ist im Experiment
die AbĆachung der rechten gegenüber der linken positiven Brechungsindexänderung zu
beobachten. Die Simulation spiegelt hier ein ähnliches Verhalten wieder. Die Form des
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Topfes der negativen Brechungsindexänderung geht von 50 s zu 210 s deutlich von einer
spitzen in eine abgeĆachte Form über, wobei für 900 s des Schreibens die Simulation
bereits ein Plateau der negativen Brechungsindexänderung erreicht hat. Im Experiment
ist die Ausbildung des Plateaus noch nicht zu beobachten, allerdings ist, wie auch in der
Simulation, die Breite des Topfes negativer Brechungsindexänderung im Vergleich zu 210 s
gewachsen. Zwischen 50 s und 900 s ist eine deutliche Formveränderung der Ladungsvertei-
lung sichtbar. Die Schwerpunkte der negativen und der positiven Ladungsdichte beĄnden
sich immer am Ort des Vorzeichenwechsels der Brechungsindexänderungen und wandern
für längere Zeiten des Schreibens auseinander. Mit der Ausbildung des Plateaus in der
negativen Brechungsindexänderung haben sich die positive und die negative Ladungsver-
teilung voneinander gelöst und es entsteht ein Bereich neutraler Ladungsdichte im Bereich
des Plateaus. Für 3418 s des Schreibens zeigen Simulation und Experiment ein Plateau
negativer Brechungsindexänderung gleicher Breite und gleicher Tiefe. Eine stärkere Abwei-
chung gibt es im Bereich der positiven Brechungsindexänderungen. Die Ladungsverteilung
zeigt zwei Schwerpunkte unterschiedlichen Vorzeichens, deren Maxima um (126 ∘ 3) µm
voneinander getrennt sind. Der Ort des jeweiligen Maximums stimmt mit dem Ort des
Vorzeichenwechsels der Brechungsindexänderung nahezu überein. Die Ladungsverteilung
negativen Vorzeichens weist im Gegensatz zur Ladungsverteilung positiven Vorzeichens
eine Modulation in positiver 3-Richtung auf. Das Maximum der positiven Ladungsvertei-
lung (Fe3+-Überschuss) hat einen Wert von max(�)/� = max(Δ�Fe3+) = 2,47 ≤ 1021 m⊗3
und stellt damit relativ zur Ausgangsdichte der Fe3+-Atome �Fe3+ = 8,539 ≤ 1024 m⊗3
eine Änderung von 0,03 % dar. Das Minimum der negativen Ladungsverteilung (Fe2+-
Überschuss) hat einen Wert von min(�)/� = ⊗max(Δ�Fe2+) = ⊗2,46 ≤ 1021 m⊗3 und
stellt damit in Bezug zur Ausgangsdichte der Fe2+-Atome �Fe2+ = 8,87 ≤ 1023 m⊗3 eine
Änderung von 0,3 % dar. Die Veränderung der lokalen Fe2+- und Fe3+-Dichte ist also
immer klein gegenüber der jeweiligen absoluten Dichte. Eine Integration über die ge-
samte Ladungsdichte liefert einen Wert von Null. Dies stimmt mit der Erhaltung der
Gesamtladung überein.
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Abbildung 4.4: ProĄle der ptychographisch gemessenen (schwarze Quadrate) und
der simulierten Brechungsindexänderung Δ�33 (blau) zusammen mit der simulierten
Ladungsverteilung � (orange) für verschiedene Zeiten � des Schreibens; (a) � = 4 s; (b)
� = 50 s; (c) � = 210 s; (d) � = 900 s; (e) � = 3418 s
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4.1.3 Dynamik der Ladungsverteilung
Wie aus den Beschreibungen hervorgeht, kann durch die Anpassung der Simulation
an die gemessenen Verteilungen der Brechungsindexänderungen Δ�33 die Dynamik der
Ladungsverteilung zu allen Zeiten des Schreibens abgeleitet werden. Für ein genaueres
Verständnis der Dynamik der Raumladungen sind in Abbildung 4.5 die ProĄle der simu-
lierten Brechungsindexänderung (blau) und der simulierten Ladungsdichte (orange) zum
einen exemplarisch für eine kurze Zeit (� = 4 s) des Schreibens (Abbildung (a)) und zum
anderen für eine lange Zeit (� = 3418 s) des Schreibens (Abbildung (b)) dargestellt. Da
die Ursache für die Ladungsumverteilung und damit die Änderung des Brechungsindex
die Intensitätsverteilung des schreibenden Laserstrahls ist, wird diese zusätzlich schwarz
gestrichelt in jedem Graphen gezeigt. Die Intensitätsverteilung weist die bereits in Kapitel
3.2.3 ĎCharakterisierung des LaserstrahlsŞ erwähnte Schulter in positiver 3-Richtung
rechts im ProĄl auf. Wie aus Abbildung (a) hervorgeht, ist für kurze Zeiten des Schreibens
die Form der Intensitätsverteilung als negative Brechungsindexänderung in den Kristall
eingeprägt. Die Änderung des Brechungsindex verhält sich demnach für diese Zeiten
proportional zur lokal vorhandenen Intensität. Dies erklärt die Schulter der negativen
Brechungsindexänderung rechts vom Minimum der Brechungsindexänderung, welche
auch in der ptychographischen Messung (vergleiche Abbildung 4.4(a)) vorhanden ist. Der
Grund für die Form der Brechungsindexänderung ist die Ladungsverteilung im Kristall.
Sie lässt das Raumladungsfeld entstehen, welches über den elektrooptischen Efekt den
Brechungsindex ändert. Für eine gaußförmige Intensitätsverteilung des schreibenden
Strahls ist in der Beispielsimulation in Kapitel 2.3.4 in Abbildung 2.7(a) sichtbar, dass
für kurze Zeiten des Scheibens (� = 30 s) eine symmetrische Ladungsverteilung entsteht.
Im vorliegenden Experiment ist das Verhalten der Ladungsverteilung in Abbildung 4.5(a)
auf der linken Seite (�3 = 1,40 mm bis �3 = 1,48 mm) sehr ähnlich, da die Intensitäts-
verteilung im Experiment auf dieser Seite auch gaußförmig abfällt. Auf der rechten
Seite besitzt die Intensitätsverteilung allerdings durch die Schulter eine Asymmetrie.
Die Ladungsverteilung in Abbildung 4.5(a) zeigt, dass die durch das Maximum der
Intensität entstehende Verlagerung von Fe2+-Zentren in positive 3-Richtung nach rechts
durch die Schulter in der Intensitätsverteilung nicht unberührt bleibt. Die durch das
Intensitätsmaximum verschobenen Fe2+-Zentren werden teilweise erneut in Fe3+-Zentren
umgewandelt (Bereich um �3 = 1,50 mm) und die Elektronen durch beständiges An-
und Abregen in das Leitungsband wiederum in positive 3-Richtung auf die rechte Seite
der Intensitätsschulter verschoben. Am Ort der Intensitätsschulter entstehen also für
kurze Zeiten des Schreibens durch das Intensitätsmaximum beständig neue Fe2+-Zentren,
wobei diese Konzentrationserhöhung kontinuierlich durch die Intensität der Schulter
selbst abgebaut und ein teilweiser Weitertransport der Elektronen und damit des Fe2+-
Überschusses in positive 3-Richtung ermöglicht wird. Durch die Ladungswanderung
dieser Art entsteht das Raumladungsfeld, welches über den elektrooptischen Efekt die
Modulation des Brechungsindex verursacht. Betrachtet man das ProĄl der Ladungsdichte
insgesamt, so entsteht durch die Trennung von positiven Ladungen (Fe3+-Überschuss)
nach links und negativen Ladungen (Fe2+-Überschuss) nach rechts zwischen diesen beiden
Ladungszentren unterschiedlichen Vorzeichens ein starkes Feld, welches zum Minimum der
Brechungsindexänderung führt. Links der positiven Ladungen und rechts der negativen
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Ladungen fällt das Feld auf Null ab (vergleiche dafür auch Abbildung 4.4(a)). Da die
Feldlinien immer in Richtung der negativeren Ladungen zeigen, hat das Feld links und
rechts außen das gleiche Vorzeichen und zwischen den positiven und negativen Ladungen
im Zentralbereich der ProĄle ein umgekehrtes Vorzeichen. Im Vergleich zwischen der
Brechungsindexänderung Δ�33 im oberen Graphen und der Ladungsdichte � im unteren
Graphen in Abbildung 4.5(a) ist zu beachten, dass Δ�33 ∝ ⊗�3 ist (Gleichung 2.44).
Die Schulter in der �3-Komponente beziehungsweise in der Brechungsindexänderung
Δ�33 entsteht dadurch, dass im Bereich um �3 = 1,49 mm einige Fe
2+-Zentren weiter
nach rechts bis �3 = 1,52 verschoben sind. Betrachtet man die Trennung von Fe
2+ und
Fe3+ nur im Bereich zwischen �3 = 1,48 mm und �3 = 1,52 mm, so sieht die Form der
Ladungsverteilung ähnlich aus, wie wenn man den gesamten Ausschnitt der Ladungsver-
teilung zwischen �3 = 1,40 mm und �3 = 1,57 mm betrachtet. Demzufolge wird durch
die lokale Ladungsverteilung zwischen �3 = 1,48 mm und �3 = 1,52 mm auch ein lokales
Brechungsindexminimum, beziehungsweise Feldmaximum, gebildet. Da elektrische Felder
dem Superpositionsprinzip folgen, muss das lokal entstehende Brechungsindexminimum
mit dem globalen Minimum überlagert und in dessen Abfall auf der rechten Seite addiert
werden. Es entsteht die in der Brechungsindexänderung sichtbare Schulter und die AbĆa-
chung und Verbreiterung der rechten positiven Brechungsindexänderung im Vergleich
zur linken positiven Brechungsindexänderung. Experimentell ist die Verbreiterung und
AbĆachung des rechten Maximum der Brechungsindexänderung besonders gut für 50 s
des Schreibens in Abbildung 4.4(b) zu sehen. Im Vergleich der Ladungsverteilungen in
den Abbildungen 4.4(a) und (b) ist kaum eine Veränderung der Form sichtbar, allerdings
eine Vergrößerung der Zahl der getrennten Ladungen. Aus diesem Grund ändert sich
auch nur die Stärke, nicht aber die Form des Raumladungsfeldes beziehungsweise der
Brechungsindexänderung. Sowohl im Experiment als auch in der Simulation ändert sich
bis etwa 50 s des Scheibens die Größe des Minimums der Brechungsindexänderung bezie-
hungsweise des Maximums der �3-Komponente linear mit der Zeit (vergleiche Abbildung
4.1(b)). Dies ist kongruent mit dem in Abbildung 4.6(a) dargestellten linearen Wachstum
des Minimums (orange) und des Maximums (rot) der simulierten Ladungsdichte �, bei
deren gleich bleibendem Abstand (grün). Es folgt, dass die geführte Diskussion über
die Verteilung der Raumladungen und das resultierende elektrische Feld für alle kurzen
Zeiten des Schreibens zwischen 4 s und 50 s gültig ist.
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Abbildung 4.5: ProĄle der simulierten Brechungsindexänderung Δ�33 (blau) und
der simulierten Ladungsdichte � (orange) zusammen mit der Intensitätsverteilung
des schreibenden Laserstrahls (schwarz gestrichelt) für (a) kurze Zeit des Schreibens
(� = 4 s) und (b) lange Zeit des Schreibens (� = 3418 s)
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Für längere Zeiten des Schreibens zeigt Abbildung 4.4, dass sich die zwei Ladungs-
schwerpunkte voneinander trennen und ein immer größerer Abstand zwischen ihnen
entsteht. Gleichzeitig nimmt die jeweilige Breite der positiven und der negativen La-
dungsverteilung ab. Aus Abbildung 4.6(a) ist ersichtlich, dass sowohl das Maximum
und das Minimum der Ladungsverteilung als auch deren Abstand für lange Zeiten des
Schreibens ein konvergentes Verhalten zeigen. Allerdings hat die Ladungsverteilung nach
3500 s noch nicht den konvergierten Zustand erreicht. Um das photorefraktive Verhal-
ten für lange Zeiten des Schreibens zu erläutern, zeigt Abbildung 4.5(b) das ProĄl der
simulierten Brechungsindexänderung Δ�33 und der Ladungsdichte � in Bezug auf die
Intensitätsverteilung � des schreibenden Lasers nach 3418 s des Schreibens. Die Bre-
chungsindexänderung ist nahezu im gesamten Bereich der Intensitätsverteilung homogen.
Die �3-Komponente besitzt denselben Verlauf mit umgekehrtem Vorzeichen. Der Grund
für dieses ausgebildete Plateau wird bei der Betrachtung der Ladungsverteilung klar.
Diese zeigt zwei sehr ähnlich geformte Ladungsverteilungen unterschiedlichen Vorzeichens
mit einem gegenseitigen Abstand, welcher der Breite der Intensitätsverteilung entspricht.
Die Situation der Fe3+- und Fe2+-Verteilung kann mit der Ladungsverteilung in einem
Plattenkondensator verglichen werden. Der Wert des elektrischen Feldes innerhalb eines
Plattenkondensators ist konstant. Dies entspricht dem Plateau der �3-Komponente bezie-
hungsweise der Brechungsindexänderung Δ�33. Dass sowohl im Experiment als auch in
der Simulation der Wert des Plateaus der negativen Brechungsindexänderung und damit
der �3-Komponente konvergiert, stimmt damit überein, dass auch der Abstand und die
Stärke des Maximums und des Minimums der Ladungsverteilung eine Konvergenz zeigen
(Abbildung 4.6(a)). Der Vergleich der Abbildungen 4.5(a) und (b) erlaubt den Schluss,
dass die Intensitätsverteilung des schreibenden Laser für lange Zeiten des Schreibens
(Abbildung (b)) die Bereiche des Fe3+- und Fe2+-Überschusses immer weiter an den Rand
des beleuchteten Bereichs verschiebt. Der Überschuss an Fe3+-Zentren wird dabei immer
mehr in negative 3-Richtung und der Überschuss an Fe2+-Zentren immer mehr in positive
3-Richtung verdrängt. Es ist zu beachten, dass im Rahmen des Ein-Zentrum-Modells
natürlich nicht die Eisenatome selbst, sondern nur die Elektronen im Leitungsband wan-
dern können. Diese ändern dann lokal durch Anregung oder Rekombination die Valenzen
der Eisenatome. Da sich die Elektronen durch die photovoltaische Stromdichte nur in
positive 3-Richtung bewegen können, ist die Dynamik des Fe2+-Überschusses einsichtig.
Die Dynamik des Fe3+-Überschusses in negative 3-Richtung ergibt sich dadurch, dass
auf der linken Seite der schon vorhandenen Fe3+-Verteilung durch die Intensitätsvertei-
lung � Elektronen angeregt werden und durch die photovoltaische Stromdichte und das
Raumladungsfeld auf die rechte Seite der Fe3+-Verteilung transportiert werden. Umso
weiter ein Elektron jedoch auf die rechte Seite der Fe3+-Verteilung gelangt, umso stärker
wird das auf das Elektron wirkende Raumladungsfeld, welches in diesem Bereich der
photovoltaischen Stromdichte entgegen gerichtet ist (siehe Vorzeichenwechsel von Δ�33
in Abbildung 4.5(b)). Die Elektronen können sich im Grenzfall der Kompensation der
photovoltaischen Stromdichte durch das Raumladungsfeld nicht mehr weiter bewegen
und generieren durch ihre Rekombination eine Erhöhung der Fe2+-Dichte auf der rechten
Seite der Fe3+-Verteilung. Dies stellt einen neutrale Wert der Ladungsdichte � auf der
rechten Seite der Fe3+-Verteilung her. Dieser Prozess hat eine efektive Linksverschiebung
der Fe3+-Verteilung zur Folge.
4.1 Dynamik des Raumladungsfeldes und der Ladungen 75
(b)
(a)
10
19
10
20
10
21
|ρ
| i
n
 e
/m
3
1 10 100 1000
Zeit t des Schreibens in s
6
7
8
9
100
2
A
b
stan
d
 in
µ
mMaximum
Minimum
Abstand
7
6
5
4
3
2
1
0
I in
 1
0
4
W
/m
2
1.561.541.521.501.481.461.441.421.40
x 3 in mm
1.5
1.0
0.5
0.0
-0.5
-1.0
ρ
in
 1
0
2
1
e/
m
3
Intensität I
360 s
690 s
960 s
6
4
I in
 1
0
4
W
/m
2
1.561.541.521.501.481.461.441.421.40
x 3 in mm
-1.9
-1.8
-1.7
∆
n
3
3
in
 1
0
-3
Abbildung 4.6: (a) Minimum (orange) und Maximum (rot) der simulierten Ladungs-
verteilung � (linke Achse) und deren Abstand (grün, rechte Achse) versus der Zeit � des
Schreibens; (b) ProĄle des simulierten Plateaus der negativen Brechungsindexänderung
Δ�33 (oben) und der simulierten Ladungsdichte � (unten) für die Zeiten � = 360 s, 690 s
und 960 s zusammen mit der Intensitätsverteilung � des schreibenden Laserstrahls
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Die Kompensation der photovoltaische Stromdichte durch das Raumladungsfeld Ąndet
im gesamten zentralen beleuchteten Bereich statt, sodass die Elektronen trotz Anregung
nicht mehr ihren Ort verändern können. Die beschriebene Ausbildung des Plateaus der
negativen Brechungsindexänderung zeigt sich sowohl im Experiment als auch in der
Simulation. Experimentell ist die Ausbildung des Plateaus besonders gut in Kapitel 3.3
in Abbildung 3.8(b) im Vergleich der Zeiten � = 900 s, 1800 s und 3418 s des Scheibens
sichtbar. Die diskutierte Dynamik der Ladungsverteilung unter Ausbildung des Plateaus
der Brechungsindexänderung lässt sich demnach qualitativ für alle Zeiten zwischen 900 s
und 3418 s des Schreibens anwenden.
Für die Zeiten zwischen 50 s und 900 s ist eine Überlagerung des Verhaltens für kurze Zei-
ten mit dem Verhalten für lange Zeiten des Schreibens anzusetzen. In der Betrachtung von
Abbildung 4.6(a) ist sichtbar, dass für diese Zeiten des Schreibens der Abstand zwischen
dem Maximum und dem Minimum der Ladungsverteilung beständig wächst, das Wachs-
tum des Maximums und des Minimums selbst allerdings schwächer wird. Insbesondere
ist das zeitliche Verhalten des Maximums nicht äquivalent zum Verhalten des Minimums.
Dies ist besonders am Knick im Verlauf des Minimums bei etwa 700 s des Schreibens
sichtbar. In der Auswertung von Abbildung 4.6(b) zeigt sich, dass dieser Knick direkt mit
der Asymmetrie der Intensitätsverteilung des schreibenden Laserstrahls korreliert ist. Die
Abbildung zeigt die ProĄle des Topfes der simulierten negativen Brechungsindexänderung
(oben) und die korrespondierende Ladungsverteilung (unten) zu drei verschieden Zeiten
des Schreibens (� =360 s, 690 s und 960 s) zusammen mit der Intensitätsverteilung � des
schreibenden Lasers. Für 360 s des Schreibens ist im ProĄl der Brechungsindexänderung
klar erkennbar, dass die Brechungsindexänderung am Ort der Schulter der Intensitätsver-
teilung schwächer ist, als am Ort des Maximums der Intensitätsverteilung. Für � = 690 s
hat die Brechungsindexänderung am Ort der Schulter den nahezu gleichen Wert wie
den Wert am Ort des Maximums der Intensität erreicht. Für noch längere Zeiten des
Schreibens, zum Beispiel 960 s, wird die bestehende Form des Brechungsindexplateaus
fast nicht mehr verändert, sondern nur insgesamt weiter vertieft und verbreitert. Da die
Brechungsindexänderung proportional zum Raumladungsfeld ist, stellt sie eine direkte
Folge der Ladungsumverteilung, wie sie im unteren Bild gezeigt ist, dar. Die Asymmetrie
zwischen dem positiven und dem negativen Teil der Ladungsdichte � ist evident. Die
positive Ladungsdichte auf der linken Seite zeigt die schon besprochene Verschiebung
in negative 3-Richtung, die Reduzierung der Breite und das konvergente Wachstum des
Maximums. Die negative Ladungsdichte auf der rechten Seite zeigt durch die Schulter
der Intensitätsverteilung ein anderes Verhalten. Für 360 s des Schreibens existiert sowohl
ein Extremum als auch ein Sattelpunkt in der negativen Ladungsdichte. Das Extremum
beĄndet sich links des Sattelpunktes. Für 690 s ist der vormalige Sattelpunkt auf die
gleiche Größe wie das Extremum angewachsen. Die negative Ladungsdichte ist nahezu
symmetrisch und hat den minimalen Wert des vormaligen Extremums beibehalten. Dies
stimmt mit dem konvergenten Verhalten des Minimums der Ladungsdichte in Abbildung
4.6(a) vor dem Knick bei etwa 700 s des Schreibens überein. Für noch längere Zeiten
des Schreibens, wie hier in Abbildung 4.6(b) am Beispiel für � = 960 s sichtbar, wird
das ehemalige Extremum zum Sattelpunkt und der ehemalige Sattelpunkt zum neuen
Extremum. Der Wert des neuen Extremums wird mit zunehmender Zeit des Schreibens
immer größer und der Wert des neuen Sattelpunktes immer kleiner, bis er schließlich
4.1 Dynamik des Raumladungsfeldes und der Ladungen 77
verschwindet. In Abbildung 4.5(b) für 3418 s des Schreibens ist der Sattelpunkt der
negativen Ladungsdichte nicht mehr sichtbar, dafür hat das Minimum der Ladungsdichte
etwa den Gleichen Wert wie das Maximum erreicht. Der Knick im zeitlichen Verlauf
des Minimums der Ladungsdichte in Abbildung 4.6(a) ist ein Resultat daraus, dass die
Schulter der Intensitätsverteilung mehr Zeit als das Maximum der Intensitätsverteilung
benötigt, um den Überschuss der Fe2+-Dichte in positive 3-Richtung nach rechts zu
verschieben. Das Verhalten lässt sich auf die Proportionalität zwischen der Zahl der
angeregten Elektronen im Leitungsband und der Intensität zurückführen (Gleichung
2.57). Damit ist auch die Dynamik der Brechungsindexänderung am Ort der Schulter der
Intensitätsverteilung für die Zeiten zwischen 50 s und 900 s des Schreibens erklärt, da sie
sich als direkte Folge aus dem Verhalten der Ladungsverteilung ergibt.
Die Schulter in der Intensitätsverteilung und deren Folgen für die Dynamik der Ladun-
gen und der Brechungsindexänderung zeigt die Wichtigkeit der genauen Kenntnis der
Intensitätsverteilung, um eine gemessenen Brechungsindexänderung zu interpretieren
und auszuwerten. Diese Bedeutsamkeit soll an einem weiteren Beispiel für lange Zeiten
des Schreibens gezeigt werden, da gerade für lange Zeiten die Inhomogenitäten am Rand
eines Laserstrahls zu zusätzlichen Änderungen der Brechungsindexmodulation führen
und die Interpretation ohne Kenntnis des Strahls erschweren. Abbildung 4.7 zeigt vier
verschiedene ProĄle am gleichen Ort aus vier verschiedenen Bildern. Der Ort eines je-
den ProĄls ist links im entsprechenden Bild gekennzeichnet, wobei alle ProĄle entlang
der 3-Richtung gezeichnet sind. Im Graph oben ist die ptychographisch rekonstruierte
(schwarze Punkte) zusammen mit der simulierten Brechungsindexänderung Δ�33 (blau)
dargestellt. Der untere Graph zeigt die ProĄle der ptychographisch rekonstruierten und
für die Simulation verwendeten Intensitätsverteilung � (schwarz gestrichelt) zusammen
mit der simulierten Ladungsdichte � (orange). Wie im Vorangegangenen besprochen, sind
im Gegensatz zum Minimum der Brechungsindexänderung die Werte der Maxima durch
die Simulation nicht korrekt wiedergegeben, wobei dies möglicherweise auf einen durch
die Simulation nicht berücksichtigten Volumenefekt beim Schreiben zurückzuführen ist.
Im Vergleich zwischen der Simulation und der ptychographischen Rekonstruktion der
Brechungsindexändeurng Δ�33 ist trotzdem eine große Ähnlichkeit der Form erkennbar.
Beide zeigen eine wellenartige Modulation der oberen positiven Brechungsindexänderung
mit zwei ausgeprägten Maxima und einem dazwischen liegendem Minimum. Die Orte
der drei lokalen Extrema stimmen in Simulation und Experiment überein. Demnach
ist die qualitative Richtigkeit der Simulation in diesem Bereich gegeben. Im Vergleich
mit der Intensitätsverteilung im unteren Graphen ist durch den roten Balken mit der
Zifer (1) die räumliche Überlagerung eines lokalen Maximums in der Intensität mit
dem lokalen Minimum der Brechungsindexänderung sichtbar. Wohingegen der Ort der
zwei Maxima der Brechungsindexänderung mit dem Ort zweier lokaler Minima in der
Intensität zusammenfällt. Analog zur Betrachtung der gesamten Brechungsindexände-
rung verursacht demnach auch das Vorhandensein lokaler Maxima in der Intensität
eine negativere Brechungsindexänderung am Ort dieser Maxima. Auch ein lokal entste-
hendes Minimum der Brechungsindexänderung wird von zwei positiveren Maxima der
Brechungsindexänderung in positive und negative 3-Richtung umrandet. Da, wie oben
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besprochen, die Geschwindigkeit der Ausbildung der Brechungsindexänderung von der lo-
kalen Intensität des schreibenden Lasers abhängt, bilden kleinere Strukturen am Rand der
Intensitätsverteilung erst für lange Zeiten des Schreibens einen sichtbaren Beitrag zur Bre-
chungsindexänderung. Wie aus dem Bild der Intensitätsveteilung mit dem eingezeichneten
Ort des ProĄls links in Abbildung 4.7 hervorgeht, liegt das im ProĄl gezeigte Detail der
Intensitätsverteilung deutlich außerhalb des zentralen Bereichs der Intensitätsverteilung.
Aus diesem Grund beĄndet sich die lokale Modulation der Brechungsindexänderung im
Bereich der oberen positiven Brechungsindexänderung, welche durch den zentralen Strahl
verursacht wird. Da die Brechungsindexänderung Δ�33 proportional der Raumladungs-
feldkomponente �3 ist, ist die Ursache der Brechungsindexänderung die Ladungsdichte �.
Im ProĄl der Ladungsdichte im unteren Graphen ist, wie auch in der Brechungsindexän-
derung und der Intensitätsverteilung, eine Modulation zu erkennen. Negative Werte der
Ladungsdichte bedeuten eine erhöhte Fe2+-Konzentration. Wie im vorherigen Abschnitt
beschrieben, wandert der Überschuss der Fe2+-Zentren durch die Vorzugsrichtung für
die Elektronenwanderung im Kristall in positive 3-Richtung. Auf der linken Seite des
ProĄls der Ladungsdichte ist ein Teil der hohen Fe2+-Konzentration zu sehen, welche
durch den mittleren Teil der Intensitätsverteilung entsteht. Dies wird sichtbar durch den
Vergleich mit der Lage des ProĄls im Bild der Ladungsdichte � links. Durch das lokale
Maximum der Intensität (roter Balken (1)) wird die Fe2+-Dichte durch erneute Anregung
von Elektronen lokal teilweise reduziert und weiter in positive 3-Richtung verschoben. Das
so entstehende lokale Maximum der Fe2+-Dichte ist im Graphen mit einem roten Balken
und der Zifer (2) gekennzeichnet. Der Abstand zwischen dem lokalen Maximum der
Intensität (roter Balken (1)) und dem lokalen Maximum der Fe2+-Dichte (roter Balken
(2)) beträgt 7 µm. Durch die Modulation der Ladungsdichte mit positiveren Ladungen um
�3 ≍= 10 µm und negativeren Ladungen um �3 ≍= 20 µm entsteht im Bereich dazwischen
ein Raumladungsfeld mit einem umgekehrten Vorzeichen zum Raumladungsfeld, welches
durch die starke Konzentration an Fe2+-Zentren links im ProĄl hervorgerufen wird. Durch
die Superposition der Felder führt dies zur Modulation des Brechungsindex, wie sie im
oberen Graphen sichtbar ist. Ein analoges Verhalten ist für ein zweites schwächeres lokales
Maximum der Intensität um �3 ≍= 38 µm zu beobachten.
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Abbildung 4.7: Oberer Graph: Detail der ptychographisch gemessenen Brechungsin-
dexänderung Δ�33 (schwarze Quadrate) zusammen mit der simulierten Brechungsindex-
änderung Δ�33 (blau); Unterer Graph: Detail aus der ptychographisch rekonstruierten
und für die Simulation genutzten Intensitätsverteilung � (schwarz gestrichelt) zusam-
men mit der simulierten Ladungsdichte � (orange); Der Ort des jeweiligen ProĄls ist
links im korrespondierenden Bild gezeigt
4.1.4 Fazit
Die vorangegangenen Diskussionen zeigen, dass viele Strukturen der entstehenden Bre-
chungsindexänderung auf die Form der zum Schreiben genutzten Intensitätsverteilung
zurückzuführen sind. Die Kenntnis über die Intensitätsverteilung des schreibenden La-
sers mittels der Ptychographie erlaubt mit Hilfe der Implementierung eines numeri-
schen Modells für die Ladungswanderung die Anpassung mikroskopischer Parameter
derselben. Das präsentierte Modell zeigt qualitativ das ptychographisch gemessene
Verhalten der Brechungsindexänderung. Die angepassten Parameter sind zum einen
(Gleichung 4.2): Ñ̂333 = (1,0015 ∘ 0,1000) ≤ 107 V/m und zum anderen (Gleichung 4.3):
� = (6 ∘ 1) ≤ 10⊗16 mΩ⊗1W⊗1. Die Wahl der elektronischen Beweglichkeit Û, welche
für LiNbO3:Fe nicht sehr genau bekannt ist, hat über mehrere Größenordnungen na-
hezu keine Relevanz für das Verhalten der Brechungindexänderung. Der Grund dafür
ist die Dominanz der photovoltaischen Stromdichte gegenüber der Difusionsstromdich-
te. Um mittels der Ptychographie eine Aussage über die Beweglichkeit Û zu trefen,
müsste das angewandte Modell der Ladungswanderung die quantitativen Eigenschaf-
ten der Brechungsindexänderung lokal wesentlich genauer als das diskutierte Modell
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beschreiben. Dies ist allerdings kein Hindernis der Ptychographie, sondern der numeri-
schen Simulation der Ladungswanderung. Die für das präsentierte Modell ermittelten
Parameter der Ladungswanderung Ñ̂333 und � können mit Literaturwerten verglichen
werden. In [27, S. 63] ist der Wert �Lit. = 10⊗14 mΩ⊗1W⊗1 angegeben. Das Verhältnis
des Literatur- und des gemessenen Wertes ist �Lit.�⊗1 = 16,7. Für das Tensorelement
des photovoltaischen Tensors ist in [26] der Wert ÑLit.333 = 6,8 ≤ 10⊗9 A/W veröfentlicht.
Das Verhältnis zwischen Literatur- und gemessenem Wert ist ÑLit.333Ñ
⊗1
333 = 9,8, wobei
Ñ333 = �Fe2+(� = 0) ≤ Ñred333 = �Fe2+(� = 0) ≤ Ñ̂333��⊗1c wegen der Multiplikation mit
�Fe2+(� = 0) ein mittlerer Wert ist, welcher durch die Multiplikation mit � auch den
Fehler von � Größe beinhaltet. Die Abweichung zwischen den Literaturwerten und den in
dieser Arbeit ermittelten Größen kann drei Gründe haben. Zum einen ist es möglich, dass
die Ptychographie falsche Werte für die Brechungsindexänderung liefert. Zum anderen
kann es sein, dass das Modell der Ladungswanderung für die Simulation in dieser Arbeit
ungenügend ist, oder dass die Literaturwerte für die gewählte Geometrie des Experiments
unpassend sind. Die Literaturwerte wurden mittels holographischer Messungen ermittelt.
Eine Abweichung der Werte würde bedeuten, dass die mikroskopischen Parameter der
Ladungswanderung für holographische Experimente anders sind, als für Experimente mit
einem einzigen Laserstrahl. Dass die präsentierte Simulation die Brechungsindexänderung
nicht in allen Bereichen richtig wiedergibt, ist am Verhalten der Maxima der Brechungs-
indexänderung gezeigt worden. Um Fehlerquellen der Simulation auszuschließen, wäre die
Erweiterung der Simulation auf ein dreidimensionales System wünschenswert. Anhand
der Rekonstruktion der Teststruktur in Kapitel 3.2.2 ist zwar gezeigt, dass die Ptycho-
graphie quantitativ richtige Ergebnisse liefert, um das Verfahren als Fehlerquelle mit
Sicherheit auszuschließen, ist die Überprüfung der Brechungsindexänderung in LiNbO3:Fe
mittels einer alternativen Methode wie der Interferometrie notwendig. Bisher ist nur der
qualitative Vergleich mit einzelnen Veröfentlichungen möglich [37, 50, 42, 44].
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4.2 Berechnung des Raumladungsfeldes
Aus der Messung der Brechungsindexänderung für verschiedene Polarisationen des Lichts
kann das im Kristall vorhandene Raumladungsfeld berechnet werden. Der Zusammenhang
zwischen dem Raumladungsfeld und der Brechungsindexänderung ist in den theoretischen
Vorbetrachtungen in Kapitel 2.2.3 ĎBrechungsindexänderungŞ erläutert. Über die in Ka-
pitel 3.4 ĎPolarisationsabhängigkeit der BrechungsindexänderungŞ präsentierte Messung
der Brechungsindexänderung mit zwei verschieden Polarisationen des Lichts wird im
Folgenden das Raumladungsfeld berechnet. Da die Ptychographie die Vermessung der
Brechungsindexänderung mit einer hohen räumliche AuĆösung zulässt, kann das Raum-
ladungsfeld mit der gleichen räumlichen AuĆösung angegeben werden. Wie in Kapitel
2.3.2 und 2.3.3 beschrieben, werden über die Kenntnis des Raumladungsfeldes andere
Größen, wie die Raumladungsverteilung und die OberĆächendeformation des Kristalls
über den piezoelektrischen Efekt, zugänglich.
4.2.1 Raumladungsfeld und Ladungsverteilung
Aus den in den Abbildungen 3.11(a) und (b) gezeigten ptychographischen Rekonstruktio-
nen der Brechungsindexänderung Δ�33 und Δ�22 können über die Gleichungen 2.43 und
2.44 aus Kapitel 2.3.1 ĎAbleitung des Feldes aus den MessgrößenŞ die Komponenten �2
und �3 des Raumladungsfeldes berechnet werden. Neben der Näherung �1 ≍= 0, welche
durch die Erläuterung in Kapitel 3.2.4 ĎExperimentelle Überprüfung der NäherungenŞ
veriĄziert ist, kommt für die Gültigkeit der Gleichungen 2.43 und 2.44 noch eine weitere
Bedingung an die Stärke der Feldkomponenten �2 und �3 hinzu. Die Bedingung ist in
Gleichung 2.41 wie folgt formuliert:
1 ⪰
︃
︃
︃
︃
︃
1/�2
33
⊗ 1/�2
22
︀
�T222 ⊗ 2�T232
︃
�2 +
︀
�T223 ⊗ �T333
︃
�3
︃
︃
︃
︃
︃
⏟  ⏞  
„Näherungsterm“
.
Die berechneten Komponenten �2 und �3 sind in Abbildung 4.8(a) dargestellt. Zum
Vergleich ist die Intensitätsverteilung des schreiben Laser in Abbildung 4.8(c) oben
gezeigt. Es ist die gleiche Intensitätsverteilung wie sie auch im Kapitel der Messung in
Abbildung 3.10 abgebildet ist. Die �2-Komponente zeigt im Bezug auf die Intensitäts-
verteilung des schreibenden Lasers links oben und rechts unten ein positives und links
unten und rechts oben ein negatives Vorzeichen. Im zentralen Bereich ist �2 ≍= 0. Das
Maximum und das Minimum der �2-Komponente sind 1,00 ≤ 107 V/m beziehungsweise
⊗4,92 ≤ 106 V/m. Die �3-Komponente zeigt ein Plateau mit positivem Vorzeichen im
zentralen Bereich, welches in positive und negative 3-Richtung von zwei Feldverteilun-
gen negativen Vorzeichens begrenzt wird. Das Maximum und das Minimum von �3
sind 1,24 ≤ 107 V/m beziehungsweise ⊗7,87 ≤ 106 V/m. Abbildung 4.8(b) zeigt die lokal
berechneten Werte des Näherungsterms. Das Maximum und das Minimum des Nähe-
rungsterms haben die Werte 1,1 ≤ 10⊗2 beziehungsweise ⊗1,7 ≤ 10⊗2 und erfüllen genau
wie alle anderen Punkte, an denen das Raumladungsfeld berechnet wurde, die Näherung
aus Gleichung 2.41 (siehe Gleichung oben). Daraus folgt, dass die Berechnung des Raum-
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ladungsfeldes aus den Brechungsindexänderungen über die Gleichungen 2.43 und 2.44
gerechtfertigt ist. Aus dem Raumladungsfeld lässt sich über das Gaußsche Gesetz (Glei-
chung 2.49) die Ladungsdichte � berechnen. Sie ist in Abbildung (c) unten dargestellt. Die
Ableitungen werden mit der Funktion Ďnumpy.gradientŞ der Programmiersprache Python
durchgeführt. Die Ladungsdichte zeigt in positiver 3-Richtung (c-Achse) oberhalb des
durch den schreibenden Laser beleuchteten Bereichs eine Anhäufung negativer Ladungen
(Überschuss Fe2+-Zentren) und unterhalb eine Anhäufung positiver Ladungen (Überschuss
Fe3+-Zentren). Beide Ladungsverteilungen unterschiedlichen Vorzeichens sind ringförmig
um den Zentralbereich neutraler Ladungsdichte angeordnet. Die Ladungsverteilung zeigt
im Vergleich mit der Intensitätsverteilung die gleiche leicht gedrehte elliptische Form.
Links oberhalb der negativen Ladungsdichte ist eine weitere kleinere Anhäufung positiver
Ladungen sichtbar. Das Maximum und das Minimum der Ladungsdichte ergeben sich zu
3,85 ≤ 1021 �/m3 beziehungsweise ⊗6,89 ≤ 1021 �/m3 und sind damit klein gegenüber den
Absolutwerten der Fe2+- und Fe3+-Dichte von �Fe2+ = (0,887 ∘ 0,294) ≤ 1024 m⊗3 und
�Fe3+ = (8,539 ∘ 0,294) ≤ 1024 m⊗3.
In Abbildung 4.8(d) sind die Ergebnisse aus den Abbildungen (a) und (c) zusammen
dargestellt. Die Helligkeit des Bildes repräsentiert die Intensität � des schreibenden
Laserstrahls, die Farbe die berechnete Ladungsdichte �. Das Raumladungsfeld � ist in
Stärke und Richtung mit Pfeilen gekennzeichnet, wobei die Farbe der Pfeile die Richtung
der �3-Komponente angibt. Ist die �3-Komponente (anti-)parallel der 3-Richtung, so ist
der Pfeil des Feldes (blau) orange. Das Bild zeigt, dass sich die Bereiche der positiven und
negativen Ladungsdichte � am oberen und unteren Rand der Intensitätsverteilung beĄnden.
Die Ladungsverteilung umschließt die Intensitätsverteilung, sodass die elliptische Form
der Intensitätsverteilung in die elliptische Form der Ladungsverteilung übertragen wird.
Dies ist kongruent mit der Proportionalität zwischen der Zahl der angeregten Elektronen
im Leitungsband und der lokalen Intensität. Wie im vorherigen Kapitel erörtert, werden
mit der Zeit des Schreibens die positive und die negative Ladungsdichte an den Rand
der Intensitätsverteilung gedrückt. Der vorliegende Fall der Ladungsverteilung lässt sich
wegen der an den Rand der Intensität gedrängten Ladungsverteilungen positiven und
negativen Vorzeichens und der neutralen Ladungsdichte im Zentralbereich eindeutig in
den Bereich der langen Zeiten des Schreibens einordnen (vergleiche Kapitel 4.1.3). Durch
die überlagerte Darstellung von Raumladungsfeld und Ladungsverteilung lässt sich gut
erkennen, dass der Ursprung der Feldlinien im Zentrum der positiven Ladungsdichte
(Fe3+-Überschuss) und das Ende der Feldlinien in der negativen Ladungsdichte (Fe2+-
Überschuss) liegt. Die Ähnlichkeit des Feldes zur Feldverteilung eines Plattenkondensators
endlicher Plattengröße ist deutlich und ergibt sich aus der klar separierten negativen und
positiven Ladungsverteilung. Im zentralen beleuchteten Bereich sind die Feldlinien nahezu
parallel, die Feldstärke ist nahezu konstant. Links und rechts von diesem Bereich haben die
Feldlinien eine Krümmung und die Stärke des Feldes nimmt ab. Oberhalb der negativen
Ladungsdichte und unterhalb der positiven Ladungsdichte fällt das Raumladungsfeld auf
Null ab (blaue Pfeile). In der Nähe der starken Konzentration von positiver oder negativer
Ladungsdichte ist das Feld radial zum Ladungsschwerpunkt der jeweiligen Ladungsdichte
ausgerichtet.
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Abbildung 4.8: (a) Aus den ptychographisch gemessenen Brechungsindexänderungen
Δ�33 und Δ�22 (Abb. 3.11(a),(b)) berechnete Komponenten �2 und �3 des Raumla-
dungsfeldes; (b) ĎNäherungstermŞ aus Gleichung 2.41 an allen Punkten des berechneten
Raumladungsfeldes; (c) Intensitätsverteilung des schreibenden Lasers (oben, äquiv. zu
Abb. 3.10) und berechnete Ladungsdichte � (unten); (d) Darstellung der Intensitätsver-
teilung des schreibenden Strahls (Helligkeit) zusammen mit der Ladungsdichte (Farbe
wie in Abb. (c)) und dem Raumladungsfeld (Pfeile), die Länge der Pfeile repräsentiert
die Feldstärke, die Farbe der Pfeile ist für �3 > 0 orange und für �3 < 0 blau
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Abbildung 4.9: ProĄle der gemessenen Brechungsindexänderungen Δ�33 und Δ�22
(oben), der berechneten Raumladungsfeldkomponenten �2 und �3 (mittig) und der
berechneten Ladungsdichte � (unten) jeweils zusammen mit der Intensitätsverteilung �
des schreibenden Lasers, oben ist die Intensität � logarithmisch skaliert dargestellt
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Eine quantitative Bewertung des Raumladungsfeldes und der Ladungsverteilung in Bezug
auf die Intensitätsverteilung des schreibenden Laserstrahls ist mit den in Abbildung
4.9 dargestellten ProĄlen möglich. Alle ProĄle sind parallel der 3-Richtung durch das
Maximum der Intensität gezeichnet. Im oberen Graphen sind die Brechungsindexände-
rungen Δ�33 (rot) und Δ�22 (blau) zusammen mit einer logarithmischen Darstellung
der Intensitätsverteilung (schwarz gestrichelt) abgebildet. Der mittlere Graph zeigt die
berechneten Feldkomponenten �2 (grün) und �3 (blau) zusammen mit einer linearen
Darstellung der Intensitätsverteilung. Der untere Graph zeigt das ProĄl der aus dem
Raumladungsfeld berechneten Ladungsdichte � zusammen mit einer linearen Darstellung
der Intensitätsverteilung. In der logarithmisch skalierten Darstellung der Intensitätsver-
teilung im oberen Graphen ist ein steilerer Abfall der Intensität in positive 3-Richtung
als in negative 3-Richtung sichtbar. Dies äußert sich in gleicher Art in den Brechungsin-
dexänderungen Δ�33 und Δ�22. Weil �3 ∝ ⊗Δ�33 ist, zeigt auch die �3-Komponenten
einen stärkeren Anstieg auf der Seite in positiver 3-Richtung, als auf der Seite in negati-
ver 3-Richtung. Im Vergleich mit der Ladungsverteilung im unteren Graphen entsteht
dieser stärkere Anstieg der �3-Komponente dadurch, dass die negative Ladungsverteilung
auf der rechten Seite des Intensitätsmaximums einen wesentlich stärkeren Anstieg als
die positive Ladungsverteilung auf der linken Seite des Intensitätsmaximums hat. Das
Maximum der negativen Ladungsverteilung ist in etwa doppelt so groß wie das Maximum
der positiven Ladungsverteilung, obwohl die Breite der negativen Ladungsverteilung
nur etwa halb so groß ist wie die Breite der positiven Ladungsverteilung. Diese stärkere
räumliche Begrenzung der negativen Ladungsverteilung ist ein direktes Resultat des
stärkeren Abfalls der Intensitätsverteilung auf der rechten Seite (vergleiche logarithmische
Darstellung von �). Durch die Asymmetrie der Intensitätsverteilung wird die positive
Ladungsverteilung in Bezug auf das Intensitätsmaximum weiter nach links als die negative
Ladungsverteilung nach rechts verschoben. Der Abstand zwischen dem Minimum der
Ladungsdichte und dem Maximum der Intensität beträgt 20 µm, der Abstand zwischen
dem Maximum der Ladungsdichte und dem Maximum der Intensität beträgt 28 µm. Umso
stärker die Intensitätsverteilung des schreibenden Strahls abfällt, umso schneller erreichen
die Elektronen einen Bereich, in dem sie nicht erneut angeregt werden. Die Asymmetrie
der Intensitätsverteilung sorgt dafür, dass der Strahl auf der linken Seite mehr Zeit
benötigt, um die Ladungen an den Rand der Intensitätsverteilung zu verschieben, als
auf der rechten Seite. Dies ist erneut ein Resultat der Proportionalität zwischen der
Intensität und der Zahl der angeregten Elektronen im Leitungsband. Es sei hier darauf
hingewiesen, dass die Asymmetrie zwischen positiver und negativer Ladungsverteilung
allerdings kein alleiniges Resultat der Form der Intensitätsverteilung sein kann, da auch
in der Beispielsimulation der Brechungsindexänderung mit einer präzise gaußförmigen
Intensitätsverteilung in Kapitel 2.3.4 ĎDynamik der Ladungen und des FeldesŞ in der Be-
trachtung der ProĄle in Abbildung 2.7 eine Asymmetrie der Ladungsverteilung für lange
Zeiten des Schreibens sichtbar ist. Dieses Verhalten wird anschließend noch diskutiert.
Die Form der Ladungsverteilung in Abbildung 4.9 unten und deren Entstehung durch die
Intensitätsverteilung ist direkt mit der Form der �3-Komponente und damit Δ�33 und
Δ�22 verknüpft. Analog zum vorherigen Kapitel sind durch die in den Randbereichen
der Intensität vorhandenen lokalen Maxima und Minima (vergleiche logarithmische Dar-
stellung von �) einige Variationen der Ladungsdichte � in den Randbereichen links und
86 4 Auswertung
rechts der Extrema sichtbar. Diese Modulationen der Ladungsdichte bewirken wiederum
die lokalen Modulationen in der �3-Komponente und damit auch in den Brechungs-
indexänderungen Δ�33 und Δ�22. Die �2-Komponente des Raumladungsfeldes, deren
ProĄl im mittleren Graphen dargestellt ist, kann nicht mit der Ladungsdichte im unteren
Graphen verglichen werden, da sie sich aus der Ladungsdichte in 2-Richtung ergibt. In
Bezug auf die Intensitätsverteilung des schreibenden Lasers lässt sich allerdings auch
hier beobachten, dass die �2-Komponenten in positive 3-Richtung stärker ansteigt als in
negative 3-Richtung. Das ausgebildete Maximum auf der rechten Seite ist etwa dreifach
größer als das Maximum auf der linken Seite. Das dargestellte ProĄl zeigt, dass im Bereich
der Intensitätsverteilung �2 ≍= 0 ist. Auf der rechten Seite der Intensitätsverteilung ist
eine starke ProĄlierung des Bereichs mit �2 > 0 zu sehen. Die ProĄlierung ist auch in
der �3-Komponente sichtbar und ein direktes Resultat der gemessenen ProĄlierung der
positiven Brechungsindexänderung von Δ�33. An den gleichen Punkten ist auch eine
leichte ProĄlierung in der positiven Brechungsindexänderung von Δ�22 beobachtbar.
Wie in Kapitel 2.3.3 ĎOberĆächendeformationŞ beschrieben, verursacht ein elektrisches
Raumladungsfeld innerhalb des LiNbO3:Fe-Kristalls durch den piezoelektrischen Efekt
eine Deformation der OberĆäche des Kristalls. Für das im Vorangegangenen berechnete
Raumladungsfeld ist eine Vorhersage für die OberĆächendeformation auf einer Seite
des Kristalls in Abbildung 4.10 dargestellt. Die OberĆächendeformation ist sichtbar
stark von der �2-Komponente abhängig. Der Grund dafür ist das Größenverhältnis der
piezoelektrischen Koeizienten für LiNbO3: �211 ⪰ �311. Die Werte der Koeizienten sind
in Appendix B verzeichnet. Die OberĆächendeformation hat ein Maximum von 12 nm
und ein Minimum von 24 nm. In der Seitenansicht in Abbildung 4.10 ist die Ausbildung
von zwei Hügeln und zwei Mulden mit einem dazwischen liegenden Sattelpunkt gut
sichtbar. In bisherigen Versuchen zur Detektion der OberĆächenstrukturierung mittels
Rasterkraftmikroskopie und ProĄlometermessungen konnte diese nicht nachgewiesen
werden.
Oberflächendeformation Δd in nm
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Abbildung 4.10: Aus dem Raumladungsfeld (Abb. 4.8(a)) berechnete Deformation der
OberĆäche durch den piezoelektrischen Efekt auf einer Seite des LiNbO3:Fe-Kristalls
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4.2.2 Simulation
Im ersten Kapitel 4.1 der Auswertung wurde gezeigt, wie aus der Messung der Bre-
chungsindexänderung zu verschiedenen Zeiten des Schreibens mittels der Simulation des
Ein-Zentrum-Modells in einer iterativen Implementierung der Ladungswanderung sowohl
die komplette Dynamik der Ladungsdichte als auch die damit verbundene Dynamik des
Raumladungsfeldes und somit der Brechungsindexänderung selbst abgeleitet werden kann.
Durch die Anpassung von Simulation und Messung wurden mikroskopische Parameter
der Ladungswanderung bestimmt. Der gleiche Algorithmus wird nun genutzt, um mit der
ptychographisch rekonstruierten Intensitätsverteilung, wie sie für die im vorangegeange-
nen diskutierten polarisationsabhängigen Messungen bestimmt wurde (Abbildung 4.8(c)
oben), das Raumladungsfeld und die Ladungsdichte für diesen Versuchsteil iterativ auf
Grundlage des Ein-Zentrum-Modells zu berechnen.
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Abbildung 4.11: Vergleich zwischen den durch Simulation des Ein-Zentrum-Modells
berechneten Komponenten des Raumladungsfeldes �2 und �3 und der Ladungsdichte �
(oben) mit den durch die Messung berechneten Komponenten des Raumladungsfeldes
und der Ladungsdichte (unten), für die Simulation wurde die ptychographisch gemessene
Intensitätsverteilung (Abb. 4.8(c) oben) genutzt
Die mittels der Simulation berechneten Komponenten des Raumladungsfeldes �2 und �3
und die Ladungsdichte � sind in Abbildung 4.11 den aus der ptychographisch gemessenen
Brechungsindexänderung berechneten Bildern gegenübergestellt. Die obere Reihe von
Bildern zeigt die Simulation, die untere Reihe zeigt die aus der Messung errechneten
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Bilder. Die Bilder der Raumladungsfeldkomponenten und der Ladungsdichte sind paar-
weise gleich skaliert dargestellt, sodass ein direkter Vergleich zwischen der Simulation
und der Messung möglich ist. Die Bilder zeigen eine gute Übereinstimmung. Die bereits
hervorgehobene elliptische Form des Raumladungsfeldes und der Ladungsverteilung wird
durch die Simulation wiedergegeben. Sowohl die �2- als auch die �3-Komponente des
Raumladungsfeldes zeigen sehr ähnliche Werte und Formen. Allerdings ist, wie schon
im vorherigen Kapitel, die Stärke der negativen Bereiche der �3-Komponente in der
Simulation etwas kleiner als im Experiment. Die Ladungsdichte sieht, besonders durch die
in beiden Bildern vorhandene starke Krümmung der negativen und positiven Ladungsver-
teilung auf der rechten Seite, sehr ähnlich aus. Die Streifen der positiven und negativen
Ladungsverteilung sind in der Simulation etwas dünner als in der durch die Messung be-
stimmten Ladungsverteilung. Ein quantitativer Vergleich zwischen der durch Simulation
und der durch Messung berechneten FeldkonĄguration und Ladungsverteilung ist mit den
ProĄlen in Abbildung 4.12 möglich. Alle ProĄle sind parallel der 3-Richtung durch das
Maximum der Intensität gezeichnet. Die experimentellen Werte für �2, �3 und � sind die
gleichen wie in Abbildung 4.9. Die durch die Simulation berechneten Werte sind in jedem
Graphen in dunkelblau dargestellt. Für die �2-Komponente ist zwischen den simulierten
und den experimentellen Daten nur eine qualitative Übereinstimmung feststellbar. Sowohl
das Experiment als auch die Simulation zeigen zwei positive Bereiche links und rechts
des zentralen Bereichs, in welchem �2 ≍= 0 ist. Der linke positive Bereich ist niedriger
als der rechte positive Bereich. Im Gegensatz zur Simulation ist der Wert von �2 im
zentralen Bereich für den aus den experimentellen Daten berechneten Graphen eher bei
⊗1 ≤ 106 V/m und nicht bei Null. Auch wird die ProĄlierung und starke Überhöhung des
rechten positiven Bereichs der experimentellen Daten durch die Simulation nicht wieder-
gegeben. Dies lässt schließen, dass insbesondere die ProĄlierung zwischen �3 = 1,30 mm
und �3 = 1,31 mm nicht im Modell der Simulation enthalten ist und möglicherweise
auf einen Volumenefekt analog zum ersten Kapitel der Auswertung zurückzuführen ist.
Gleiches gilt auch für die durch die Simulation nicht wiedergegebene Stärke der negativen
Bereiche der �3-Komponente im mittleren Graphen. Dieses Verhalten wurde äquivalent
im vorherigen Kapitel beobachtet und diskutiert. Die Stärke und Breite des Plateaus mit
�3 > 0 wird durch die Simulation gut wiedergegeben. Im Vergleich zwischen den ProĄlen
ist eine Abrundung der Kanten des Plateaus der �3-Komponente für die experimentell
ermittelten Werte sichtbar. Auch für das ProĄl der Ladungsdichte � im unteren Graphen
lässt sich nur eine qualitative Übereinstimmung feststellten. Allerdings zeigt die Simulati-
on, analog zu der durch das Experiment ermittelten Ladungsverteilung, eine Überhöhung
der Ladungsverteilung mit negativem Vorzeichen gegenüber der Ladungsverteilung mit
positivem Vorzeichen. Auch ist die negative Ladungsverteilung schmaler als die positive
Ladungsverteilung. Links und rechts der Extrema der simulierten Ladungsverteilung
sind, analog zu den experimentellen Daten, weitere Modulationen in der Ladungsdichte
sichtbar. Die Absolutwerte der Extrema sind in der Simulation etwas kleiner als im
Experiment und das Plateau neutraler Ladungsdichte im zentralen Bereich ist in der
experimentell ermittelten Ladungsdichte mit einem leichten Anstieg in Richtung der
positiven Ladungsverteilung versehen. Wie schon aus den Bildern in Abbildung 4.11
ersichtlich, zeigt die Simulation des Raumladungsfeldes und der Ladungsdichte mittels
des zweidimensionalen Ein-Zentrum-Modells qualitativ die richtigen Eigenschaften. Durch
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die ProĄle in Abbildung 4.12 wird deutlich, dass die durch die Simulation errechneten
Werte in der richtigen Größenordnung liegen.
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Abbildung 4.12: ProĄle der Bilder in Abb. 4.11, die Feldkomponente �2 (�3) im
oberen (mittleren) Graphen, die Ladungsdichte � im unteren Graphen, simulierte Werte
sind dunkelblau dargestellt
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4.2.3 Asymmetrie der Ladungsverteilung
In der vorangegangenen Diskussion des aus der Messung berechneten Raumladungsfeldes
und der Ladungsdichte ist die asymmetrische Form der Ladungsverteilung, wie sie im
ProĄl in Abbildung 4.9 unten sichtbar ist, bereits diskutiert worden. Der maßgebliche
EinĆuss auf die Form der Ladungsverteilung ist der Intensitätsverteilung des schreibenden
Lasers zuzuschreiben. Der Vergleich zwischen der aus der Messung berechneten Ladungs-
dichte und der auf Grundlage des zweidimensionalen Ein-Zentrum-Modells simulierten
Ladungsdichte in Abbildung 4.12 unten bestätigt dies. Allerdings wurde im ersten Teil
dieses Kapitels bereits angemerkt, dass auch die Beispielsimulation der Brechungsindex-
änderung in Kapitel 2.3.4 ĎDynamik der Ladungen und des FeldesŞ für lange Zeiten des
Schreibens eine Asymmetrie der Ladungsverteilung zeigt, obwohl für die Simulation eine
symmetrische gaußförmige Intensitätsverteilung genutzt wurde. Die betrefende simu-
lierte Ladungsverteilung für 600 s des Schreibens ist zusammen mit der symmetrischen
gaußförmigen Intensitätsverteilung erneut in Abbildung 4.13 oben dargestellt.
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Abbildung 4.13: ProĄl der Ladungsdichte � (oben) und der Brechungsindexänderung
Δ�33 (unten) der Beispielsimulation mit einer symmetrischen gaußförmigen Intensitäts-
verteilung aus Kapitel 2.3.4, entnommen aus Abbildung 2.7, die Intensitätsverteilung
ist im unteren Graphen logarithmisch dargestellt
Die negative Ladungsverteilung rechts ist schmaler und besitzt ein stärkeres Extremum
als die positive Ladungsverteilung links. Wie aus dem unteren Graphen ersichtlich ist,
äußert sich die Asymmetrie der Ladungsdichte auch in einer leichten Asymmetrie der
Brechungsindexänderung Δ�33. Im gleichen Graphen ist die Intensitätsverteilung loga-
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rithmisch skaliert dargestellt. Da die Intensitätsverteilung symmetrisch ist, muss die
Herausbildung der sichtbaren Asymmetrie aus dem Ein-Zentrum-Modell selbst stammen.
Wie in Kapitel 2.2.2 ĎEin-Zentrum-ModellŞ erläutert, basiert die mikroskopische Grund-
lage des photorefraktiven Efekts auf der Wanderung von Elektronen im Leitungsband.
Soll die beobachtete Asymmetrie aus dem Ein-Zentrum-Modell hervorgehen, so muss
die Wanderung der Elektronen diese Asymmetrie aufweisen. Die Ladungswanderung
im Leitungsband wird durch drei verschiedene Terme der elektronischen Stromdichte
beschrieben: den Driftstrom �drift (Gleichung 2.30), den Difusionsstrom �diff (Gleichung
2.31) und die photovoltaische Stromdichte �pvt (Gleichung 2.33). Da sich die Driftstrom-
dichte allein auf Grund des elektrischen Raumladungsfeldes im Kristall aufbaut, ist sie
ein Resultat der bereits durch die anderen beiden Stromdichten hervorgerufenen Ladungs-
wanderung und lässt sich damit als Grund für die Asymmetrie des Systems ausschließen.
Es bleiben die Difusionsstromdichte und die photovoltaische Stromdichte als Grund der
Asymmetrie. Die einzige räumlich nicht konstante Größe der Difusionsstromdichte ist
der Gradient der Elektronendichte � :
�diff ∝ grad� .
Die Elektronendichte ist mit Gleichung 2.57:
� =
�
�Û
�Fe2+
�Fe3+
�
als proportional zur Intensitätsverteilung � und zum Verhältnis der Fe2+- zur Fe3+-Dichte
gegeben. Da die Intensitätsverteilung symmetrisch ist, fällt auch diese als Begründung für
die Asymmetrie weg. Das Verhältnis zwischen der Fe2+- zur Fe3+-Dichte ist allerdings
mit zunehmender Zeit des Schreibens lokal unterschiedlich. Durch die zunehmende
Modellierung der Fe2+- und Fe3+-Dichte wird demnach auch die Difusionsstromdichte
lokal verstärkt beziehungsweise vermindert. Da mit der Simulation der Ladungswanderung
die mikroskopische Modellierung des gesamten Prozesses durchgeführt wird, ist zu allen
Zeiten des Schreibens die lokale Verteilung der einzelnen Stromdichten bekannt. Für 600 s
des Schreibens ist im oberen Graphen von Abbildung 4.14 in grün das ProĄl der dritten
Komponente der Difusionsstromdichte (�diff)3 dargestellt. Alle ProĄle der Abbildung sind
parallel der 3-Richtung durch das Maximum der Intensität � des schreibenden Laserstrahls
gezeichnet. Wie aus der Abbildung hervorgeht, zeigt das ProĄl der Difusionsstromdichte
links und rechts der Intensitätsverteilung ein unterschiedliches Vorzeichen, wobei der
Nulldurchgang etwa am Ort des Maximums der Intensität liegt. Dies ist kongruent mit
der erwarteten Proportionalität: �diff ∝ grad� ∝ grad �. Das negative und positive
Vorzeichen der Difusionsstromdichte links und rechts des Intensitätsmaximums stimmt
mit der Vorstellung überein, dass die Elektronen durch die Difusion aus dem Bereich
der großen Zahl angeregter Elektronen im Bereich mit viel Intensität heraus gedrückt
werden.
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Abbildung 4.14: ProĄle der Beispielsimulation aus Kapitel 2.3.4 für 600 s des Schrei-
bens; Oben: Dritte Komponente der photovoltaischen Stromdichte (�pvt)3 und der
Difusionsstromdichte (�diff)3; Mitte: Verteilung der Fe
2+-Dichte �Fe2+ und der Intensi-
tät � des schreibenden Laser; Unten: Logarithmische Darstellung der photovoltaischen
Stromdichte und der Intensität
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Der negative und der positive Teil der Difusionsstromdichte zeigen eine leicht unter-
schiedliche Form. Dies ist das Resultat aus der Proportionalität zu grad(�Fe2+�
⊗1
Fe3+).
Es ist ofensichtlich, dass die Difusionsstromdichte eine Asymmetrie in das System
einführt. Im gleichen Graphen ist neben der Difusionsstromdichte auch das ProĄl der
photovoltaischen Stromdichte (�pvt)3 in blau dargestellt. Vergleicht man die absoluten
Werte der photovoltaischen Stromdichte (linke Achse) mit den Werten der Difusions-
stromdichte (rechte Achse), so stellt man fest, dass die photovoltaische Stromdichte
um etwa drei bis vier Größenordnungen größer ist als die Difusionsstromdichte. Die
durch die Difusionsstromdichte in das System eingeführte Asymmetrie sollte demnach
gegenüber einer Asymmetrie der photovoltaischen Stromdichte klein sein. Tatsächlich
weist auch die photovoltaische Stromdichte eine deutliche Asymmetrie für lange Zeiten
des Schreibens auf. Sie lässt sich auf die lokal veränderte Fe2+-Dichte zurückführen, da
die photovoltaische Stromdichte sowohl zu �Fe2+ als auch zu � proportional ist:
(�pvt)3 ∝ �Fe2+� .
Im unteren Graphen in Abbildung 4.14 sind sowohl die photovoltaische Stromdichte
(�pvt)3 als auch die Intensität � logarithmisch skaliert dargestellt. Im Vergleich mit dem
ProĄl der im mittleren Graphen dargestellten Fe2+-Dichte wird die Proportionalität
deutlich. In den homogenen Außenbereichen links und rechts des Minimums beziehungs-
weise des Maximums von �Fe2+ folgt die Stärke der photovoltaischen Stromdichte genau
dem Verlauf der Intensität. Im Bereich des Minimums und des Maximums von �Fe2+
kommt es allerdings zu Abweichungen. Für eine geringere Fe2+-Dichte als dem Aus-
gangswert �Fe2+(� = 0) = 8,87 ≤ 1023 m⊗3, wie im Bereich zwischen �3 = 0,04 mm und
�3 = 0,06 mm, wird die photovoltaische Stromstärke abgeschwächt. Für eine höhere
Fe2+-Dichte , wie im Bereich um �3 ≍= 0,08 mm wird die photovoltaische Stromdichte
hingegen verstärkt. Dies ist kongruent mit der Beobachtung, dass die Ladungsverteilung
auf der rechten Seite (Fe2+-Überschuss) schmaler und höher ist, als die Ladungsverteilung
auf der linken Seite. Durch den Transport von Elektronen auf die rechte Seite, wegen
der Vorzugsrichtung der photovoltaischen Stromdichte, wird dort ein Überschuss an
Fe2+-Zentren angehäuft. Kommen die Elektronen in den Bereich schon angehäufter Fe2+-
Zentren, so wird der Druck auf sie in diesem Bereich stärker als zu Beginn des Scheibens,
da die photovoltaische Stromdichte in diesen Bereichen gewachsen ist. Das Verschieben
der gesamten Fe2+-Verteilung nach rechts ist jedoch unterdrückt, da die Intensität auf der
rechten Seite der erhöhten Fe2+-Dichte sehr klein wird und damit die erneute Anregung
eines Elektrons unwahrscheinlicher ist. Es resultiert eine schmale und hohe Verteilung
des Fe2+-Überschusses. Im Bereich der Ladungsverteilung mit Fe3+-Überschuss ist das
genaue Gegenteil der Fall. Durch das Fehlen von Fe2+-Zentren in diesem Bereich wird die
photovoltaische Stromdiche kleiner und der Transport von Elektronen damit langsamer.
Die Elektronen werden zwar beständig entsprechend der Intensitätsverteilung angeregt,
allerdings dauert der Transport auf die rechte Seite der Verteilung mit Fe3+-Überschuss
länger. Es entsteht die gut sichtbare Verbreiterung der Verteilung. Aus dem unteren
Graphen wird ersichtlich, dass die Stärke der lokalen Variationen der photvoltaischen
Stromdichte wesentlich größer als die absoluten Werte der Difusionsstromdichte sind.
Die Asymmetrie der Ladungswanderung wird also dominant durch die Abhängigkeit der
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photovoltaischen Stromdichte von der lokalen Fe2+-Dichte bestimmt.
Neben der Form der Intensitätsverteilung ist der besprochene Efekt ein weiterer Grund
für die in Abbildung 4.9 unten sichtbare Asymmetrie der aus der ptychographischen
Messung berechneten Ladungsdichte. Dies wird durch die ProĄle in Abbildung 4.15 belegt.
Analog zu Abbildung 4.14 werden in Abbildung 4.15 die Graphen der photovoltaischen
Stromdichte (�pvt)3, der Difusionsstromdichte (�diff)3 und der Fe
2+-Dichte �Fe2+ zu-
sammen mit der Intensitätsverteilung � des schreibenden Lasers aus der Simulation des
Experiments aus dem vorherigen Unterkapitel gezeigt. Die Bilder der Simulation sind
in Abbildung 4.11 oben und die simulierten ProĄle der Raumladungsfeldkomponenten
und der Ladungsdichte in Abbildung 4.12 in dunkelblau dargestellt. Der obere Graph in
Abbildung 4.15 zeigt analog zur vorangegangenen Diskussion, dass die photovoltaische
Stromdichte um etwa drei bis vier Größenordnungen größer als die Difusionsstromdichte
ist. Durch die Modulation der Fe2+-Dichte, wie sie im mittleren Graphen dargestellt wird,
ist auch hier die photovoltaische Stromdichte lokal verringert (links) beziehungsweise
verstärkt (rechts). Dies ist im Vergleich mit der logarithmisch skalierten photovoltai-
schen Stromdichte und deren Vergleich mit der Intensitätsverteilung im unteren Graphen
sichtbar. Aus der qualitativen Übereinstimmung der aus dem Experiment berechneten
Ladungsverteilung und der simulierten Ladungsverteilung (vergleiche Abbildung 4.12
unten) wird geschlossen, dass die Asymmetrie der experimentell berechneten Ladungsver-
teilung die Folge einer sehr ähnlichen KonĄguration der photovoltaischen Stromdichte
ist.
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Abbildung 4.15: ProĄle der Simulation aus Abbildung 4.11; Oben: Dritte Komponente
der photovoltaischen Stromdichte (�pvt)3 und der Difusionsstromdichte (�diff)3; Mitte:
Verteilung der Fe2+-Dichte �Fe2+ und der Intensität � des schreibenden Lasers; Unten:
Logarithmische Darstellung der photovoltaischen Stromdichte und der Intensität
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4.2.4 Fazit
Die vorangegangene Auswertung der polarisationsabhängigen Messungen der Brechungs-
indexänderung zeigt, dass mit Hilfe der Ptychograpie das gesamte Raumladungsfeld
inklusive der korrespondierenden Ladungsdichte im Kristall mit einer hohen räumli-
chen AuĆösung von etwa 3 µm gemessen werden kann. Der maximale Wert der lokal
geänderten Ladungsdichte beträgt 6,89 ≤ 1021 �/m3 und ist damit wesentlich kleiner als
die Ausgangswerte der Fe2+- und Fe3+-Dichte von �Fe2+ = (8,87 ∘ 2,94) ≤ 1023 m⊗3 und
�Fe3+ = (8,539 ∘ 0,294) ≤ 1024 m⊗3. Die lokale und quantitative Kenntnis des Raum-
ladungsfeldes und der Ladungsdichte ermöglicht zum einen die Vorhersage anderer
Messgrößen, wie zum Beispiel die Deformation der OberĆäche des Kristalls durch den
piezoelektrischen Efekt von bis zu 24 nm. Zum anderen wird durch die Ptychographie
zusätzlich zur Brechungsindexänderung auch die genaue Form und Position der Intensi-
tätsverteilung des schreibenden Lasers, welcher zur Generation der Ladungsverteilung
genutzt wurde, rekonstruiert. Damit ist eine detaillierte Studie der photorefraktiven
Ladungsträgerdynamik möglich. Insbesondere ist aus der vorangegangenen Diskussion
erneut die Abhängigkeit der Ladungsverteilung, des Raumladungsfeldes und der daraus
resultierenden Brechungsindexänderung von der lokalen Form der Intensitätsverteilung
deutlich. Durch die gemeinsame Auswertung der gemessen Daten mit einer numerische
Implementierung des Modells der Ladungswanderung, kann der EinĆuss der Intensitäts-
verteilung von anderen physikalischen Größen der Ladungswanderung getrennt werden.
Dies ist am Beispiel der Asymmetrie der Ladungsverteilung gezeigt worden, welche
neben der Form der Intensitätsverteilung auch aus der lokalen Modulation der einzelnen
elektronischen Stromdichten durch die Ladungsverteilung selbst folgt.


5 Zusammenfassung
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In der vorliegenden Arbeit wurde die Messung des photorefraktiven Efekts mittels der
hochauĆösenden Methode der optischen Ptychographie präsentiert. Es wurde gezeigt, dass
die Ptychographie durch die Rekonstruktion der komplexen Transmissionsfunktion der
Probe bei gleichzeitiger Rekonstruktion der komplexen Wellenfront des zur Untersuchung
genutzten Lasers alle nötigen Randbedingungen für das gesamte Verständnis des photo-
refraktiven Efekts liefert. Sowohl die Intensitätsverteilung des für die Generation der
Brechungsindexänderung verwendeten Laserstrahls als auch die Brechungindexänderung
selbst werden durch eine einzige ptychographische Messung determiniert. Diese gleichzei-
tige Kenntnis über die Ursache und die Wirkung des photorefraktiven Efekts erlaubt die
Nutzung der Ergebnisse für die quantitative Anpassung und Weiterentwicklung mikrosko-
pischer Modelle, welche die Materialveränderung beschreiben. Diese Möglichkeit wurde
durch die numerische Simulation eines einfachen zweidimensionalen Ein-Zentrum-Modells
in Kapitel 4.1 gezeigt. Zusammen mit der ptychographischen Messung der Entwicklung der
Brechungsindexänderung durch den Prozess des Schreibens in Kapitel 3.3 war es möglich,
die Werte mikroskopischer Parameter der Ladungswanderung durch die Anpassung der Si-
mulation an die Messung anzugeben. Zusätzlich zu dieser ptychographischen Messung der
zeitlichen Entwicklung der Brechungindexänderung wurde in Kapitel 3.4 die Messung der
Brechungsindexänderung mit verschiedenen Polarisationen des zur Messung verwendeten
Laserstrahls präsentiert. Diese Messungen sind in Kapitel 4.2 für die Berechnung des
Raumladungsfeldes und der damit verbundenen Raumladungsdichte verwendet worden.
Die ptychographische Messung allein erlaubt damit den Zugang zu der durch die bekannte
Intensitätsverteilung induzierten Ladungsverteilung im Kristall und deren Vergleich mit
einer hohen räumlichen AuĆösung. Auch hier wurde die ptychographische Messung durch
das einfache zweidimensionale Ein-Zentrum-Modell simuliert. Der Vergleich zwischen der
Simulation und der Messung erlaubte eine genaue Interpretation der mikroskopischen
Prozesse der Ladungswanderung. Durch die Kenntnis der Intensitätsverteilung des zum
Schreiben verwendeten Lasers kann eine Trennung zwischen dem durch die Form der
Intensitätsverteilung bestimmten Verhalten und anderen mikroskopischen Prozessen, wie
der lokale Veränderung der elektronischen Stromdichten, vorgenommen werden. Die prä-
sentierten Ergebnisse zeigen, dass die Ptychographie äußerst geeignet für die Entwicklung
genauer mikroskopischer Modelle für die präzise Beschreibung von photorefraktivem
Verhalten ist. Sie vermag damit einen wichtigen Beitrag für die Entwicklung technischer
Komponenten auf der Basis photorefraktiver Materialien zu leisten.
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A Physikalische Konstanten
Permittivität des Vakuums �0 = 8,854 187 817 ≤ 10⊗12 F/m
Ladung eines Elektrons � = 1,602 177 33 ≤ 10⊗19 C
Boltzmann Konstante �B = 1,380 658 ≤ 10⊗23 J/K
Avogadro Konstante �A = 6,022 140 857 ≤ 1023 1/mol
Planksches Wirkungsquantum ℎ = 6,626 075 5 ≤ 10⊗34 J s
B Tensoren für LiNbO3
Alle Zahlenwerte, sofern nicht anders gekennzeichnet, sind der Veröfentlichung von R.
S. Weis und T. K. Gaylord [26] entnommen. Alternative Werte sind teilweise in [32]
publiziert.
Photovoltaischer Tensor
(�pvt)� =
1
2
︀
Ñ����
*
��� + c.c.
︃
mit Ñ��� = Ñ���
Ñ =
︀
︁
︁
Ñ111 Ñ122 Ñ133 Ñ123 = Ñ132 Ñ131 = Ñ113 Ñ112 = Ñ121
Ñ211 Ñ222 Ñ233 Ñ223 = Ñ232 Ñ231 = Ñ213 Ñ212 = Ñ221
Ñ311 Ñ322 Ñ333 Ñ323 = Ñ332 Ñ331 = Ñ313 Ñ312 = Ñ321
⎞
︂
︀
=
︀
︁
︁
0 0 0 0 Ñ123 ⊗0,3
⊗0,15 0,15 0 Ñ123 0 0
6 6 6,8 0 0 0
⎞
︂
︀ ≤ 10⊗9 A/W
Elektrooptischer Tensor
Δ
1
���
=
3︁
�=1
�T����� mit �
T
��� = �
T
���
�T =
︀
︁
︁
︁
︁
︁
︁
︁
︁
�111 �112 �113
�221 �222 �223
�331 �332 �333
�321 = �231 �322 = �232 �323 = �233
�311 = �131 �312 = �132 �313 = �133
�121 = �211 �122 = �212 �123 = �213
⎞
︂
︂
︂
︂
︂
︂
︂
︀
=
︀
︁
︁
︁
︁
︁
︁
︁
︁
0 ⊗6,81 10,0
0 6,81 10,0
0 0 32,2
0 32 0
32 0 0
⊗6,81 0 0
⎞
︂
︂
︂
︂
︂
︂
︂
︀
≤ 10⊗12 m/V
Die Werte sind bei einer Wellenlänge von 633 nm gemessen. Für die Komponenten des
elektrooptischen Tensors existiert eine je nach Komponente verschiedene Dispersion. Für
die Komponenten �333 und �113 = �223 ist der Unterschied zwischen einer Wellenlänge
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von 532 nm zu 633 nm kleiner als 10 %. Eine Vermessung der Dispersion im sichtbaren
und nahen infraroten Wellenlängenbereich ist in [51] zu Ąnden.
Piezoelektrischer Tensor
��� =
3︁
�=1
������ mit ���� = ����
� =
︀
︁
︁
�111 �122 �133 �123 = �132 �131 = �113 �112 = �121
�211 �222 �233 �223 = �232 �231 = �213 �212 = �221
�311 �322 �333 �323 = �332 �331 = �313 �312 = �321
⎞
︂
︀
=
︀
︁
︁
0 0 0 0 6,92 ⊗4,16
⊗2,08 2,08 0 6,92 0 0
⊗0,085 ⊗0,085 0,60 0 0 0
⎞
︂
︀ ≤ 10⊗11 C/N
Photoelastischer Tensor
Δ
1
���
=
︁
��
�������� mit ����� = ����� = ����� = �����
� =
︀
︁
︁
︁
︁
︁
︁
︁
︁
�1111 �1122 �1133 �1123 �1113 �1112
�2211 �2222 �2233 �2223 �2213 �2212
�3311 �3322 �3333 �3323 �3313 �3312
�2311 �2322 �2333 �2323 �2313 �2312
�1311 �1322 �1333 �1323 �1313 �1312
�1211 �1222 �1233 �1223 �1213 �1212
⎞
︂
︂
︂
︂
︂
︂
︂
︀
=
︀
︁
︁
︁
︁
︁
︁
︁
︁
0,034 0,072 0,139 0,066 0 0
0,072 0,034 0,139 ⊗0,066 0 0
0,178 0,178 0,060 0 0 0
0,154 ⊗0,154 0 0,30 0 0
0 0 0 0 0,30 0,154
0 0 0 0 0,066 ⊗0,019
⎞
︂
︂
︂
︂
︂
︂
︂
︀
Der photoelastische Tensor ist dimensionslos.
Permittivität für statische Felder
�� = �0
︁
�
�̃����
�0 ist die Permittivität des Vakuums.
�̃ =
︀
︁
︁
�11 �12 �13
�21 �22 �23
�31 �32 �33
⎞
︂
︀ =
︀
︁
︁
85,2 0 0
0 85,2 0
0 0 28,7
⎞
︂
︀
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Brechungsindex
Die Brechungsindizes von LiNbO3 sind eine Funktion der Li2O-Konzentration, der Wel-
lenlänge Ú und der Temperatur � . Für eine Li2O-Konzentration von 48,4 mol%, Ú =
532 nm und � = 21 ◇C ergibt sich mit [52]:
� =
︀
︁
︁
�11 �12 �13
�21 �22 �23
�31 �32 �33
⎞
︂
︀ =
︀
︁
︁
2,321 0 0
0 2,321 0
0 0 2,233
⎞
︂
︀
C Ungenäherte Herleitung der Brechungsindexänderung
Im Rahmen der Maxwellschen Theorie wird die Propagation von Licht durch ein Medium
durch die dielektrische Verschiebung � beschrieben. Sie ist proportional zum elektrischen
Feld � des Lichts und über die Antwortfunktion des Mediums, die Permittivität �, mit
ihm verbunden.
� = �0�� (C.1)
�0 ist die Permittivität des Vakuums. Der lineare Teil der Permittivität ist ein Tensor
zweiter Stufe und kann bei geeigneter Wahl der Koordinatenachsen diagonalisiert werden.
� = �0
︀
︁
︁
�11 0 0
0 �22 0
0 0 �33
⎞
︂
︀� (C.2)
Aus der Forderung nach der Konstanz der Energiedichte æ = � ≤ � und der Inversion
von Gleichung C.1: �0� = �⊗1� folgt:
1 =
1
æ
� ≤ � = 1
æ�0
� �⊗1� =
1
æ�0
����
���
=
�
′
��
′
�
���
. (C.3)
Im letzten Schritt wurde �
′
��
′
� = ����(æ�0)
⊗1/2 gesetzt. Unter Verwendung des linearen
Teils der Permittivität ergibt dich eine Ellipsengleichung mit den Brechungsindizes als
Hauptachsen:
1 =
�
′2
1
�11
+
�
′2
2
�22
+
�
′2
3
�33
=
�
′2
1
�211
+
�
′2
2
�222
+
�
′2
3
�233
. (C.4)
Eine graphische Darstellung des sogenannten Brechungsindexellipsoids ist in Abbildung
C.1(a) gegeben. Zur Vereinfachung der Schreibweise wird im Folgenden �
′
� zu �� ersetzt.
Wenn alle drei Hauptachsen des Ellipsoids bekannt sind, kann im Rahmen der linearen
Optik der Brechungsindex für jede Lichtpropagation in Abhänigkeit der Richtung und der
Polarisation berechnet werden. Um den Brechungsindex für eine Lichtwelle zu berechnen,
muss ein Schnitt senkrecht zur Ausbreitungsrichtung der Welle durch den Ellipsoid gelegt
werden. Wir erhalten eine Ellipse wie sie in Abbildung C.1(b) gezeigt ist, wobei hier die
Propagationsrichtung entlang der 1-Achse gelegt wurde. Je nach Polarisationsrichtung
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des Lichts in Bezug auf dieses Koordinatensystem kann nun berechnet werden, wie groß
der Anteil des Lichts ist, welches den Brechungsindex �33 beziehungsweise �22 nutzt.
D*3
D3
D*2
D2
n*eff33
n*eff22
n*33
n*33 δ
D3
D2
n33
n22
D'3
D'2
D'1
n33
n22n11
E1 = E2 = E3 = 0 E1 ≠ 0, E2 ≠ 0, E3 ≠ 0
(a) (b) (c)
Abbildung C.1: (a) Brechungsindexellipsoid; (b) Schnitt durch den Brechungsindexel-
lipsoid in der 2-3-Ebene senkrecht zur Strahlrichtung bei � = 0; (c) Schnitt durch den
Brechungsindexellipsoid in der 2-3-Ebene senkrecht zur Strahlrichtung bei � ̸= 0
Wie in Kapitel 2.2.3 beschrieben, kommt es durch das Vorhandensein eines elektrischen
Feldes � innerhalb des Kristalls zu einer Änderung der Permittivität. Für den Fall eines
ungespannten frei stehenden Kristalls wird dieser Zusammenhang durch den ungespannten
elektrooptischen Tensor �T��� in Gleichung 2.36: Δ1/�ij = �
T
����� beschrieben. Die Gleichung
C.3 des Brechungsindexellipsoids muss angepasst werden:
1 = ��
︃
1
���
+ Δ
1
���
︃
�� . (C.5)
Durch den Term der geänderten Permittivität sind in der Gleichung nun nicht mehr
nur zwangsweise Diagonalelemente von � vorhanden. Dies kann ganz allgemein als
eine Drehung und Stauchung des Brechungsindexellipsoids verstanden werden. Für eine
Propagationsrichtung des Lichts entlang der 1-Achse des Kristalls reicht es wieder zu, einen
Schnitt senkrecht zur Propagationsrichtung durch den Ellipsoid zu betrachten, analog
dem Fall ohne elektrisches Feld. Die Verkippung und Stauchung der Brechungsindexellipse
ist in Bezug auf die Ellipse ohne elektrisches Feld in Abbildung C.1(c) dargestellt. Zur
Beschreibung der gedrehten und gestauchten Ellipse werden die physikalischen Größen
mit einem Stern (*) versehen, die physikalischen Größen der Ellipse ohne Feld bleiben in
der Nomenklatur gleich. Die Ellipse mit � ̸= 0 hat neue Hauptachsen �*33 und �*22 und
ist zur Ellipse bei � = 0 um den Winkel Ó gedreht.
Da das im Versuch verwendete Licht allerdings entlang der Kristallachsen polarisiert
ist, also nicht entlang der Hauptachen des Ellipsoids bei � ≠ 0, sondern entlang der
Hauptachsen bei � = 0, muss für das Licht ein efektiver Brechungsindex in Abhängigkeit
des elektrischen Feldes berechnet werden. �*eff33 (�
*eff
22 ) ist der efektive Brechungsindex
für Licht, welches parallel der 3(2)-Achse des Kristalls polarisiert ist (siehe Abbildung
C.1(c)).
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Durch einfache geometrische Überlegungen unter Verwendung der Ellipsengleichung erhält
man:
�*eff33 =
�*33�
*
22
︁
(�*33 cos Ó)
2 + (�*22 sin Ó)
2
und �*eff22 =
�*22�
*
33
︁
(�*22 cos Ó)
2 + (�*33 sin Ó)
2
. (C.6)
Die Brechungsindexänderung ergibt sich dann einfach zu:
Δ�33 = �33 ⊗ �*eff33 und Δ�22 = �22 ⊗ �*eff22 . (C.7)
Die noch unbekannten Hauptachsen �*33 =
︀
�*33 und �
*
22 =
︀
�*22 und der Drehwinkel
Ó zwischen den Koordinatensystemen werden durch Koeizientenvergleich zwischen
dem gesternten und dem ungesternten Koordinatensystem und unter Anwendung der
Drehmatrix der Ebene im Folgenden aus den bekannten Größen des Koordinatensystems
bei � = 0 abgeleitet.
Im gesternten Koordinatensystem gilt die Ellipsengleichung analog zu Gleichung C.3:
�*22
�*22
+
�*23
�*33
= 1 . (C.8)
Durch die Drehmatrix der Ebene können die gesternten Koordinatenachsen �*� unter
Berücksichtigung des Drehwinkels Ó in die Koordinatenachsen des ungesternten Koordi-
natensystems �� überführt werden:
�*2 = �2 cos Ó +�3 sin Ó (C.9)
�*3 = ⊗�2 sin Ó +�3 cos Ó . (C.10)
Durch Einsetzen in Gleichung C.8 und anschließendes Umformen ergibt sich:
�22 cos
2 Ó +�23 sin
2 Ó + 2�2�3 cos Ó sin Ó
�*22
+
�22 sin
2 Ó +�23 cos
2 Ó ⊗ 2�2�3 sin Ó cos Ó
�*33
= 1
(C.11)
︃
cos2 Ó
�*22
+
sin2 Ó
�*33
︃
�22 +
︃
sin2 Ó
�*22
+
cos2 Ó
�*33
︃
�23 +2
︃
1
�*22
⊗ 1
�*33
︃
sin Ó cos Ó�2�3 = 1 . (C.12)
Für die Ellipse bei � ̸= 0 ergibt sich entsprechend Gleichung C.5 im ungesternten
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Koordinatensystem hingegen eine analoge Gleichung:
︃
1
�22
+ Δ
1
�22
︃
�22 +
︃
1
�33
+ Δ
1
�33
︃
�23 + 2Δ
1
�23
�2�3 = 1 . (C.13)
Aus dem Koeizientenvergleich der beiden Gleichungen C.12 und C.13 können nun drei
linear unabhängige Relationen zwischen den unbekannten Größen �*33 =
︀
�*33, �
*
22 =
︀
�*22
und Ó gewonnen werden. Der Vergleich der drei Terme liefert folgende drei Gleichungen:
1
�22
+ Δ
1
�22
=
cos2 Ó
�*22
+
sin2 Ó
�*33
(C.14)
1
�33
+ Δ
1
�33
=
sin2 Ó
�*22
+
cos2 Ó
�*33
(C.15)
Δ
1
�23
=
︃
1
�*22
⊗ 1
�*33
︃
sin Ó cos Ó . (C.16)
Die Addition von Gleichung C.14 und C.15 ergibt mit der Relation sin2 Ó + cos2 Ó = 1:
1
�22
+ Δ
1
�22
+
1
�33
+ Δ
1
�33
=
1
�*22
+
1
�*33
. (C.17)
Die Subtraktion von Gleichung C.14 und C.15 ergibt:
1
�22
+ Δ
1
�22
⊗ 1
�33
⊗ Δ 1
�33
=
︃
1
�*22
⊗ 1
�*33
︃
≤ (cos2 Ó ⊗ sin2 Ó)
=
︃
1
�*22
⊗ 1
�*33
︃
cos(2Ó) .
(C.18)
Mit den vorangegangenen zwei Gleichungen kann nun die Größe der beiden Hauptach-
sen der Ellipse bei � ≠ 0 in Abhängigkeit des Drehwinkels Ó und der Änderung der
Permittivität Δ1/�ij berechnet werden. Für �*22 ergibt sich:
2
�*22
=
︃
1
�*22
+
1
�*33
︃
+
︃
1
�*22
⊗ 1
�*33
︃
(C.19)
=
1
�22
+ Δ
1
�22
+
1
�33
+ Δ
1
�33
+
1
cos(2Ó)
︃
1
�22
+ Δ
1
�22
⊗ 1
�33
⊗ Δ 1
�33
︃
(C.20)
=
1
cos(2Ó)
︃
︁
1 + cos(2Ó)
⎡︁ 1
�22
+ Δ
1
�22
⎡
+
︁
cos(2Ó) ⊗ 1
⎡︁ 1
�33
+ Δ
1
�33
⎡
︃
(C.21)
=
2
cos(2Ó)
︃
cos2 Ó ≤
︁ 1
�22
+ Δ
1
�22
⎡
⊗ sin2 Ó ≤
︁ 1
�33
+ Δ
1
�33
⎡
︃
. (C.22)
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Analog für �*33:
2
�*33
=
︃
1
�*22
+
1
�*33
︃
⊗
︃
1
�*22
⊗ 1
�*33
︃
(C.23)
=
1
�22
+ Δ
1
�22
+
1
�33
+ Δ
1
�33
⊗ 1
cos(2Ó)
︃
1
�22
+ Δ
1
�22
⊗ 1
�33
⊗ Δ 1
�33
︃
(C.24)
=
1
cos(2Ó)
︃
︁
1 ⊗ cos(2Ó)
⎡︁ 1
�22
+ Δ
1
�22
⎡
+
︁
cos(2Ó) + 1
⎡︁ 1
�33
+ Δ
1
�33
⎡
︃
(C.25)
=
2
cos(2Ó)
︃
⊗ sin2 Ó ≤
︁ 1
�22
+ Δ
1
�22
⎡
+ cos2 Ó ≤
︁ 1
�33
+ Δ
1
�33
⎡
︃
. (C.26)
Die einzige unbekannte Größe in den Gleichungen C.22 und C.26 ist noch der Drehwinkel
Ó. Dieser ergibt sich durch die Umformung von Gleichung C.16 zu:
2Δ
1
�23
=
︃
1
�*22
⊗ 1
�*33
︃
sin(2Ó) (C.27)
und die anschließende Division durch Gleichung C.18:
tan(2Ó) =
2Δ1/�23
1/�22 + Δ1/�22 ⊗ 1/�33 ⊗ Δ1/�33
. (C.28)
Der Drehwinkel Ó des Koordinatensystems bei � ≠ 0 zum Koordinatensystem bei � = 0
ist gegeben durch:
Ó =
1
2
arctan
︃
2Δ1/�23
1/�2
22
+ Δ1/�22 ⊗ 1/�233 ⊗ Δ1/�33
︃
. (C.29)
Die Brechungsindizes �*22 und �
*
33 und damit die Hauptachsen der Ellipse bei � ≠ 0 sind
durch die Gleichungen C.22 und C.26 gegeben zu:
�*22 =
︃
cos(2Ó)
cos2 Ó ≤
︀
1/�2
22
+ Δ1/�22
︃
⊗ sin2 Ó ≤
︀
1/�2
33
+ Δ1/�33
︃
︃ 1
2
(C.30)
�*33 =
︃
cos(2Ó)
⊗ sin2 Ó ≤
︀
1/�2
22
+ Δ1/�22
︃
+ cos2 Ó ≤
︀
1/�2
33
+ Δ1/�33
︃
︃ 1
2
. (C.31)
Die Änderung der Permittivität ist durch Gleichung 2.36 gegeben: Δ1/�ij = �T����� und
�22 und �33 sind die ungestörten Brechungsindizes des Kristalls. Durch die Gleichungen
C.29, C.30 und C.31 und die Gleichungen C.6 und C.7 zur Berechnung der efektiven
Brechungsindexänderung ist die ungenäherte Berechnung der Brechungsindexänderung
auf Grund eines elektrischen Feldes � im Kristall möglich.
114 Appendizes
Übergang zur genäherten Formulierung
Aus der korrekten Herleitung der Brechungsindexänderung kann die genäherte Lösung
aus Gleichung 2.37:
Δ��� = ⊗
�3��
2
Δ
1
���
hergeleitet werden. Unter der Annahme, dass
︃
︃
︃
︃
︃
2Δ
1
�23
︃
︃
︃
︃
︃
⪯
︃
︃
︃
︃
︃
1
�222
+ Δ
1
�22
⊗ 1
�233
⊗ Δ 1
�33
︃
︃
︃
︃
︃
(C.32)
⇔ 1 ⪰
︃
︃
︃
︃
︃
1/�2
33
⊗ 1/�2
22
Δ1/�22 ⊗ Δ1/�33 ⊗ 2Δ1/�23
︃
︃
︃
︃
︃
(C.33)
ist die Drehung Ó der Ellipse vernachlässigbar klein (vergleiche C.29). Wenn Ó = 0, dann
vereinfachen sich die Gleichungen C.30 und C.31 zu:
�*22 =
︃
1
1/�2
22
+ Δ1/�22
︃ 1
2
= �22
︃
1 + �222Δ
1
�22
︃⊗ 1
2
≍= �22
︃
1 ⊗ �
2
22
2
Δ
1
�22
︃
(C.34)
�*33 =
︃
1
1/�2
33
+ Δ1/�33
︃ 1
2
= �33
︃
1 + �233Δ
1
�33
︃⊗ 1
2
≍= �33
︃
1 ⊗ �
2
33
2
Δ
1
�33
︃
. (C.35)
Im letzten Schritt wurde jeweils eine Taylor-Entwicklung durchgeführt und nach dem
linearen Glied abgebrochen. Damit ergeben sich die gleichen Formeln für die Brechungs-
indexänderungen wie sie auch mit Gleichung 2.37 berechnet werden:
Δ�22 = ⊗
�322
2
Δ
1
�22
(C.36)
Δ�33 = ⊗
�333
2
Δ
1
�33
. (C.37)
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D Implementierung eines iterativen Verfahrens zur
Bestimmung der Dynamik des Ein-Zentrum-Modells
Die Dynamik des Ein-Zentrum-Modells ist durch die Gleichungen in Kapitel 2.3.4 be-
stimmt. Für eine numerische Berechnung sind sehr großen Zahlen ungünstig. Einige
physikalischen Größen werden deshalb auf den Wert der Kompensationsladungsdichte
�c = �Fe3+(� = 0) ⊗ �Fe2+(� = 0) normiert. Die Fe3+-Dichte �Fe3+(� = 0) und die
Fe2+-Dichte �Fe2+(� = 0) im Ausgangszustand sind kristallspeziĄsche Messgrößen, welche
mit den in Kapitel 2.2.1 beschriebenen Absorptionsmessungen bestimmt werden können.
Normiert werden die Elektronendichte im Leitungsband � , die Fe3+-Dichte �Fe3+, die
Fe2+-Dichte �Fe2+, die Lichtintensität �, die Stromdichtekomponenten �2 und �3, die
Ladungsdichte � und das elektrische Feld �.
�̂ =
�
�c
�̂2 =
�2
�c
�̂Fe3+ =
�Fe3+
�c
�̂3 =
�3
�c
�̂Fe2+ =
�Fe2+
�c
�̂ =
�
�c
�̂ =
�
�c
�̂ =
�
�c
Die Gleichungen für die Beschreibung der Dynamik des Ein-Zentrum-Modells ergeben
sich zu:
�̂ = �
︀
�̂Fe3+ ⊗ �̂Fe2+ ⊗ 1
︃
(D.1)
�̂(Ó�) = �̂⊗ Ó� ≤
︃
��̂2
��2
+
��̂3
��3
︃
(D.2)
�̂2 = ��̂Û�̂2�c + �B�Û
��̂
��2
(D.3)
�̂3 = ��̂Û�̂3�c + �B�Û
��̂
��3
+ �̂� �2+�c Ñ
red
333 ≤ �̂ (D.4)
�̂ =
�
�Û
�̂Fe2+
�̂Fe3+
�̂ (D.5)
�̂2 =
1
�0�̃22
�
��2
︃
FT⊗1
︁
2Þ ≤ FT¶�♢ ≤ FT¶�̂♢
︁
︃
(D.6)
�̂3 =
1
�0�̃33
�
��3
︃
FT⊗1
︁
2Þ ≤ FT¶�♢ ≤ FT¶�̂♢
︁
︃
. (D.7)
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Mit der DeĄnition Ñ̂333 = �c Ñred333�
⊗1 und dem Einsetzen der Elektronendichte �̂
in die Gleichungen der Stromdichte �̂2 und �̂3 können die Gleichungen D.3 und D.4
umgeschrieben werden:
�̂2 = ��̂ ≤
︃
�̂Fe2+
�̂Fe3+
�̂2�c
︃
+ �B�Û
��̂
��2
(D.8)
�̂3 = ��̂ ≤
︃
�̂Fe2+
�̂Fe3+
�̂3�c + �̂� �2+ Ñ̂333
︃
+ �B�Û
��̂
��3
. (D.9)
Aus dieser Darstellung ist ersichtlich, dass unter Vernachlässigung der Difusion und für
eine zeitlich konstante Intensitätsverteilung � die Geschwindigkeit des gesamten Prozesses
der Ladungsumverteilung allein durch den Faktor � bestimmt ist. Die Sättigung des
Prozesses ist dadurch charakterisiert, dass sich die Ladungsverteilung zeitlich nicht mehr
ändert. Für den Spezialfall der hier diskutierten Ladungsumverteilung durch eine lokal
begrenzte Intensitätsverteilung und ohne das Vorhandensein externer elektrischer Felder
wird dieser Zustand durch � = 0 beschrieben. Im Vergleich mit den Gleichungen D.8
und D.9 kann der Sättigungswert des Raumladungsfeldes im beleuchteten Bereich unter
Vernachlässigung des Difusionsbeitrags für � ⊃ ∞ abgelesen werden:
�2(� ⊃ ∞) = 0
�3(� ⊃ ∞) = �̂Fe3+ Ñ̂333 = �Fe3+
Ñred333
�
.
Wird die Dynamik der Ladungsumverteilung experimentell vermessen, so kann durch den
Wert von �3 in der Sättigung der Parameter Ñ̂333 festgesetzt und durch die Anpassung der
Simulation an die gemessene Geschwindigkeit des Prozesses der Parameter � bestimmt
werden.
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Sind die Größen �̃22, �̃33, �, Û, Ñ̂333, � , �, �Fe3+(� = 0) und �Fe2+(� = 0) bekannt, kann
eine iterative Lösung der Dynamik des Systems wie folgt implementiert werden.
Zuerst wird die Kompensationsladungsdichte ��, die Greenfunktion �(�⊗�′) und die nor-
mierte Fe2+- und Fe3+-Dichte berechnet und die Ladungsdichte und das Raumladungsfeld
im Ausgangszustand auf Null gesetzt:
�c = �Fe3+(� = 0) ⊗�Fe2+(� = 0) (D.10)
�(� ⊗ �′) = 1
2Þ
ln
︃
︁
(�2 ⊗ �02)2 + (�3 ⊗ �03)2
︃
(D.11)
�̂Fe3+ =
�Fe3+(� = 0)
�c
(D.12)
�̂Fe2+ =
�Fe2+(� = 0)
�c
(D.13)
�̂ = 0 (D.14)
�̂2 = 0 (D.15)
�̂3 = 0 . (D.16)
�02 und �
0
3 sind dabei Konstanten, welche dem Problem angepasst gewählt werden
müssen. Für jede Iteration werden nun die folgenden Größen nacheinander berechnet.
Die gestrichenen Größen (′) sind die nach dem Zeitschritt einer Iteration Ó� aktualisierten
Größen. Zu Beginn wird mit Gleichung D.5 die Elektronendichte im Leitungsband
bestimmt:
�̂ =
�
�Û
�̂Fe2+
�̂Fe3+
�̂ .
Nachfolgend die Stromdichtekomponenten mit den Gleichungen D.8 und D.9:
�̂2 = ��̂ ≤
︃
�̂Fe2+
�̂Fe3+
�̂2�c
︃
+ �B�Û
��̂
��2
�̂3 = ��̂ ≤
︃
�̂Fe2+
�̂Fe3+
�̂3�c + �̂� �2+ Ñ̂333
︃
+ �B�Û
��̂
��3
.
Nun kann die veränderte Ladungsdichte und das neue elektrische Feld mit den Gleichungen
D.2, D.6 und D.7 berechnet werden:
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�̂′ = �̂⊗ Ó� ≤
︃
��̂2
��2
+
��̂3
��3
︃
�̂′2 =
1
�0�̃22
�
��2
︃
FT⊗1
︁
2Þ ≤ FT¶�♢ ≤ FT¶�̂♢
︁
︃
�̂′3 =
1
�0�̃33
�
��3
︃
FT⊗1
︁
2Þ ≤ FT¶�♢ ≤ FT¶�̂♢
︁
︃
.
Zum Abschluss der Iteration wird die neue Fe3+- und Fe2+-Dichte berechnet:
�̂ ′Fe3+ = �̂Fe3+(� = 0) +
�̂′
�
�̂ ′Fe2+ = �̂Fe2+(� = 0) ⊗
�̂′
�
.
Der Quelltext einer Umsetzung der Simulation in der Programmiersprache Python ist in
Appendix E gegeben.
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E Quelltext der Implementierung des iterativen Verfahrens
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:
#
s
h
o
r
t
e
n
i
n
g
 
f
o
r
 
t
h
e
 
i
n
v
e
r
s
e
 
f
o
u
r
i
e
r
 
t
r
a
n
s
f
o
r
m
a
t
i
o
n
5
1
 
 
 
 
 
r
e
t
u
r
n
 
p
y
f
f
t
w
.
b
u
i
l
d
e
r
s
.
i
f
f
t
n
(
a
r
r
a
y
,
 
t
h
r
e
a
d
s
=
N
U
M
B
E
R
_
O
F
_
T
H
R
E
A
D
S
,
 
p
l
a
n
n
e
r
_
e
f
f
o
r
t
=
P
L
A
N
N
E
R
_
E
F
F
O
R
T
)
(
)
5
2
N
_
c
_
v
a
l
u
e
 
=
 
N
_
F
e
3
_
v
a
l
u
e
 
-
 
N
_
F
e
2
_
v
a
l
u
e
#
v
a
l
u
e
 
f
o
r
 
t
h
e
 
c
o
m
p
e
n
s
a
t
i
o
n
 
c
h
a
r
g
e
 
d
e
n
s
i
t
y
5
3
s
h
a
p
e
_
2
 
=
 
s
h
a
p
e
(
I
)
[
1
]
#
a
r
r
a
y
 
s
i
z
e
 
i
n
 
h
o
r
i
z
o
n
t
a
l
 
d
i
r
e
c
t
i
o
n
5
4
s
h
a
p
e
_
3
 
=
 
s
h
a
p
e
(
I
)
[
0
]
#
a
r
r
a
y
 
s
i
z
e
 
i
n
 
v
e
r
t
i
c
a
l
 
d
i
r
e
c
t
i
o
n
5
5
E
_
2
 
=
 
z
e
r
o
s
(
(
s
h
a
p
e
_
3
,
s
h
a
p
e
_
2
)
)
#
s
t
a
r
i
n
g
 
v
a
l
u
e
 
f
o
r
 
t
h
e
 
e
l
e
c
t
r
i
c
 
f
i
e
l
d
 
i
n
 
h
o
r
i
z
o
n
t
a
l
 
d
i
r
e
c
t
i
o
n
5
6
E
_
3
 
=
 
z
e
r
o
s
(
(
s
h
a
p
e
_
3
,
s
h
a
p
e
_
2
)
)
#
s
t
a
r
i
n
g
 
v
a
l
u
e
 
f
o
r
 
t
h
e
 
e
l
e
c
t
r
i
c
 
f
i
e
l
d
 
i
n
 
v
e
r
t
i
c
a
l
 
d
i
r
e
c
t
i
o
n
5
7
N
_
F
e
3
 
=
 
o
n
e
s
(
(
s
h
a
p
e
_
3
,
s
h
a
p
e
_
2
)
)
 
*
 
N
_
F
e
3
_
v
a
l
u
e
/
N
_
c
_
v
a
l
u
e
#
F
e
3
+
 
c
h
a
r
g
e
 
d
e
n
s
i
t
y
 
n
o
r
m
e
d
 
t
o
 
N
_
c
_
v
a
l
u
e
5
8
N
_
F
e
2
 
=
 
o
n
e
s
(
(
s
h
a
p
e
_
3
,
s
h
a
p
e
_
2
)
)
 
*
 
N
_
F
e
2
_
v
a
l
u
e
/
N
_
c
_
v
a
l
u
e
#
F
e
2
+
 
c
h
a
r
g
e
 
d
e
n
s
i
t
y
 
n
o
r
m
e
d
 
t
o
 
N
_
c
_
v
a
l
u
e
5
9
N
_
c
 
=
 
o
n
e
s
(
(
s
h
a
p
e
_
3
,
s
h
a
p
e
_
2
)
)
#
c
o
m
p
e
n
s
a
t
i
o
n
 
c
h
a
r
g
e
 
d
e
n
s
i
t
y
 
n
o
r
m
e
d
 
t
o
 
N
_
c
_
v
a
l
u
e
6
0
I
 
=
 
I
/
N
_
c
_
v
a
l
u
e
#
n
o
r
m
e
d
 
i
n
t
e
n
s
i
t
y
 
v
a
l
u
e
6
1
s
a
v
e
=
i
n
s
e
r
t
(
a
p
p
e
n
d
(
a
r
a
n
g
e
(
N
_
s
a
v
e
,
N
_
i
t
,
N
_
s
a
v
e
)
-
1
,
N
_
i
t
-
1
)
,
0
,
0
)
 
#
n
u
m
b
e
r
s
 
o
f
 
t
h
e
 
i
t
e
r
a
t
i
o
n
 
w
h
e
n
 
a
n
 
i
t
e
r
a
t
i
o
n
 
s
h
o
u
l
d
 
b
e
 
s
a
v
e
d
6
2
 
6
3
d
e
f
 
f
f
t
_
g
r
e
e
n
f
u
n
c
t
i
o
n
(
d
_
2
,
 
d
_
3
,
p
x
_
s
i
z
e
)
:
6
4
"
"
"
c
a
l
c
u
l
a
t
i
o
n
 
o
f
 
t
h
e
 
f
o
u
r
i
e
r
 
t
r
a
n
s
f
o
r
m
e
d
 
g
r
e
e
n
s
f
u
n
c
t
i
o
n
 
6
5
i
n
p
u
t
:
 
d
_
2
=
a
r
r
a
y
 
s
i
z
e
 
i
n
 
h
o
r
i
z
o
n
t
a
l
 
d
i
r
e
c
t
i
o
n
;
 
d
_
3
=
a
r
r
a
y
 
s
i
z
e
 
i
n
 
v
e
r
t
i
c
a
l
 
d
i
r
e
c
t
i
o
n
;
 
p
x
_
s
i
z
e
=
p
i
x
e
l
 
s
i
z
e
6
6
o
u
t
p
u
t
:
 
a
r
r
a
y
=
f
o
u
r
i
e
r
 
t
r
a
n
s
f
o
r
m
e
d
 
g
r
e
e
n
s
f
u
n
c
t
i
o
n
 
f
o
r
 
t
h
e
 
c
a
l
c
u
l
a
t
i
o
n
 
o
f
 
t
h
e
 
p
o
t
e
n
t
i
a
l
 
6
7
"
"
"
6
8
d
i
m
_
3
 
=
 
d
_
3
*
3
6
9
d
i
m
_
2
 
=
 
d
_
2
*
3
7
0
X
_
3
,
 
X
_
2
 
=
m
e
s
h
g
r
i
d
(
a
r
a
n
g
e
(
d
i
m
_
3
)
,
 
a
r
a
n
g
e
(
d
i
m
_
2
)
)
7
1
g
=
 
1
/
(
2
*
p
i
)
*
l
o
g
(
(
(
(
X
_
2
-
(
d
i
m
_
2
)
/
2
)
*
p
x
_
s
i
z
e
)
*
*
2
 
+
 
(
(
X
_
3
-
(
d
i
m
_
3
)
/
2
)
*
p
x
_
s
i
z
e
)
*
*
2
)
*
*
(
0
.
5
)
)
 
#
G
r
e
e
n
s
 
f
u
n
c
t
i
o
n
 
f
o
r
 
2
d
i
m
e
n
s
i
o
n
a
l
 
s
y
s
t
e
m
s
7
2
#
g
=
 
-
1
/
(
4
*
p
i
)
 
*
 
1
/
(
(
X
_
2
-
(
d
i
m
_
2
)
/
2
)
*
*
2
 
+
 
(
X
_
3
-
(
d
i
m
_
3
)
/
2
)
*
*
2
)
*
*
(
0
.
5
)
 
 
#
G
r
e
e
n
s
 
f
u
n
c
t
i
o
n
 
f
o
r
 
3
d
i
m
e
n
s
i
o
n
a
l
 
s
y
s
t
e
m
s
7
3
g
[
d
i
m
_
3
/
2
,
d
i
m
_
2
/
2
]
 
=
 
(
g
[
d
i
m
_
3
/
2
-
1
,
d
i
m
_
2
/
2
]
+
g
[
d
i
m
_
3
/
2
+
1
,
d
i
m
_
2
/
2
]
+
g
[
d
i
m
_
3
/
2
,
d
i
m
_
2
/
2
-
1
]
+
g
[
d
i
m
_
3
/
2
,
d
i
m
_
2
/
2
+
1
]
)
/
4
 
#
r
e
m
o
v
e
 
s
i
n
g
u
l
a
r
i
t
y
 
o
f
 
G
r
e
e
n
s
 
f
u
n
c
t
i
o
n
7
4
r
e
t
u
r
n
 
f
f
t
w
(
g
)
7
5
 
7
6
d
e
f
 
e
l
e
c
t
r
i
c
_
f
i
e
l
d
_
p
o
t
e
n
t
i
a
l
(
c
d
,
f
t
_
g
r
e
e
n
,
p
x
_
s
i
z
e
,
 
d
_
2
,
 
d
_
3
,
e
_
0
,
e
_
2
2
,
e
_
3
3
,
z
e
r
o
)
:
7
7
'
'
'
7
8
C
a
l
c
u
l
a
t
i
o
n
 
o
f
 
t
h
e
 
e
l
e
c
t
r
i
c
 
f
i
e
l
d
 
o
v
e
r
 
t
h
e
 
g
r
a
d
i
e
n
t
 
o
f
 
t
h
e
 
p
o
t
e
n
t
i
a
l
,
 
c
a
l
c
u
l
a
t
i
o
n
 
o
f
 
t
h
e
 
e
l
e
c
t
r
o
s
t
a
t
i
c
 
p
o
t
e
n
t
i
a
l
 
o
v
e
r
 
t
h
e
 
c
o
n
v
o
l
u
t
i
o
n
 
o
f
 
t
h
e
 
c
h
a
r
g
e
 
d
e
n
s
i
t
y
 
w
i
t
h
 
t
h
e
 
G
r
e
e
n
s
 
f
u
n
c
t
i
o
n
 
7
9
i
n
p
u
t
:
 
c
d
=
a
r
r
a
y
 
o
f
 
t
h
e
 
c
h
a
r
g
e
 
d
e
n
s
i
t
y
;
 
f
t
_
g
r
e
e
n
=
f
o
u
r
i
e
r
 
t
r
a
n
s
f
o
r
m
e
d
 
g
r
e
e
n
s
f
u
n
c
t
i
o
n
;
 
p
x
_
s
i
z
e
=
p
i
x
e
l
 
s
i
z
e
;
 
d
_
2
=
a
r
r
a
y
 
s
i
z
e
 
i
n
 
h
o
r
i
z
o
n
t
a
l
 
d
i
r
e
c
t
i
o
n
;
 
d
_
3
=
a
r
r
a
y
 
s
i
z
e
 
i
n
 
v
e
r
t
i
c
a
l
 
d
i
r
e
c
t
i
o
n
;
 
e
_
0
=
p
e
r
m
i
t
t
i
v
i
t
y
 
o
f
 
v
a
c
u
u
m
;
 
e
_
2
2
=
p
e
r
m
i
t
t
i
v
i
t
y
 
i
n
 
2
 
d
i
r
e
c
t
i
o
n
 
i
n
 
e
_
0
;
 
e
_
3
3
=
p
e
r
m
i
t
t
i
v
i
t
y
 
i
n
 
3
 
d
i
r
e
c
t
i
o
n
 
i
n
 
e
_
0
;
 
z
e
r
o
=
z
e
r
o
 
v
a
l
u
e
 
o
f
 
t
h
e
 
c
h
a
r
g
e
 
d
i
s
t
r
i
b
u
t
i
o
n
 
(
f
o
r
 
e
x
.
 
t
h
e
 
v
a
l
u
e
 
i
n
 
t
h
e
 
o
u
t
e
r
 
f
r
a
m
e
 
o
f
 
t
h
e
 
c
h
a
r
g
e
 
d
e
n
s
i
t
y
)
8
0
o
u
t
p
u
t
:
 
l
i
s
t
 
o
f
 
t
w
o
 
a
r
r
a
y
s
,
 
f
i
r
s
t
 
e
n
t
r
y
:
 
h
o
r
i
z
o
n
t
a
l
 
c
o
m
p
o
n
e
n
t
 
o
f
 
t
h
e
 
e
l
e
c
t
r
i
c
 
f
i
e
l
d
,
 
s
e
c
o
n
d
 
e
n
t
r
y
:
 
v
e
r
t
i
c
a
l
 
c
o
m
p
o
n
e
n
t
 
o
f
 
t
h
e
 
e
l
e
c
t
r
i
c
 
f
i
e
l
d
8
1
'
'
'
8
2
d
i
m
_
3
 
=
 
d
_
3
*
3
8
3
d
i
m
_
2
 
=
 
d
_
2
*
3
8
4
x
 
=
 
z
e
r
o
s
(
(
d
i
m
_
3
,
d
i
m
_
2
)
)
+
z
e
r
o
#
i
n
c
r
e
a
s
e
d
 
c
h
a
r
g
e
-
d
i
s
t
r
.
-
a
r
r
a
y
 
b
y
 
a
 
f
a
c
t
o
r
 
o
f
 
t
h
r
e
e
 
f
o
r
 
t
h
e
 
f
o
u
r
i
e
r
 
t
r
a
n
s
f
o
r
m
 
a
n
d
 
s
e
t
 
t
h
e
 
v
a
l
u
e
 
o
f
 
t
h
e
 
a
r
r
a
y
 
t
o
 
t
h
e
 
z
e
r
o
 
v
a
l
u
e
 
o
f
 
t
h
e
 
c
h
a
r
g
e
 
d
i
s
t
r
.
8
5
x
[
(
d
i
m
_
3
/
3
)
:
(
2
*
d
i
m
_
3
/
3
)
,
(
d
i
m
_
2
/
3
)
:
(
2
*
d
i
m
_
2
/
3
)
]
 
=
 
c
d
[
:
,
:
]
 
#
p
l
a
c
e
s
 
t
h
e
 
c
d
 
i
n
p
u
t
 
a
r
r
a
y
 
i
n
 
t
h
e
 
m
i
d
d
l
e
 
o
f
 
t
h
e
 
i
n
c
r
e
a
s
e
d
 
a
r
r
a
y
8
6
p
h
i
 
=
 
 
r
e
a
l
(
f
f
t
.
f
f
t
s
h
i
f
t
(
i
f
f
t
w
(
2
*
p
i
*
f
f
t
w
(
x
)
 
*
 
f
t
_
g
r
e
e
n
)
)
)
[
(
d
i
m
_
3
/
3
)
:
(
2
*
d
i
m
_
3
/
3
)
,
(
d
i
m
_
2
/
3
)
:
(
2
*
d
i
m
_
2
/
3
)
]
#
c
o
n
v
o
l
u
t
i
o
n
 
o
f
 
c
h
a
r
g
e
 
d
i
s
t
r
i
b
u
t
i
o
n
 
w
i
t
h
 
t
h
e
 
g
r
e
e
n
s
 
f
u
n
c
t
i
o
n
 
f
o
l
l
o
w
e
d
 
b
y
 
c
r
o
p
p
i
n
g
 
t
h
e
 
a
r
r
a
y
 
t
o
 
t
h
e
 
s
i
z
e
 
o
f
 
t
h
e
 
o
r
i
g
i
n
a
l
 
c
h
a
r
g
e
 
d
i
s
t
r
i
b
u
t
i
o
n
8
7
E
_
2
 
=
 
1
/
(
e
_
0
*
e
_
2
2
)
*
 
g
r
a
d
i
e
n
t
(
p
h
i
,
2
*
p
i
/
p
x
)
[
1
]
#
-
g
r
a
d
(
p
o
t
e
n
t
i
a
l
)
*
(
-
1
)
/
(
e
p
s
i
l
o
n
_
0
*
e
p
s
i
l
o
n
)
 
=
 
E
8
8
E
_
3
 
=
 
1
/
(
e
_
0
*
e
_
3
3
)
 
*
 
g
r
a
d
i
e
n
t
(
p
h
i
,
2
*
p
i
/
p
x
)
[
0
]
8
9
r
e
t
u
r
n
 
[
E
_
2
,
E
_
3
]
9
0
 
9
1
'
'
'
9
2
S
t
a
r
t
 
o
f
 
t
h
e
 
P
r
o
g
r
a
m
9
3
'
'
'
9
4
f
t
_
g
 
=
 
f
f
t
_
g
r
e
e
n
f
u
n
c
t
i
o
n
(
s
h
a
p
e
_
2
,
 
s
h
a
p
e
_
3
,
p
x
)
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9
5
r
h
o
 
=
 
e
*
(
N
_
F
e
3
 
-
 
N
_
F
e
2
 
-
 
N
_
c
)
9
6
'
'
'
9
7
I
t
e
r
a
t
i
v
e
 
P
a
r
t
9
8
'
'
'
9
9
f
o
r
 
i
 
i
n
 
a
r
a
n
g
e
(
0
,
N
_
i
t
)
:
1
0
0
N
 
=
 
A
/
(
e
*
m
u
)
 
*
 
(
N
_
F
e
2
 
/
 
N
_
F
e
3
)
 
*
 
I
#
e
l
e
c
t
r
o
n
 
d
e
n
s
i
t
y
 
i
n
 
t
h
e
 
c
o
n
d
u
c
t
i
o
n
 
b
a
n
d
1
0
1
[
d
N
_
d
x
3
,
d
N
_
d
x
2
]
 
=
 
g
r
a
d
i
e
n
t
(
N
,
p
x
)
#
d
e
r
i
v
a
t
i
v
e
 
o
f
 
t
h
e
 
e
l
e
c
t
r
o
n
 
d
e
n
s
i
t
y
i
n
 
v
e
r
t
i
c
a
l
 
a
n
d
 
h
o
r
i
z
o
n
t
a
l
 
d
i
r
e
c
t
i
o
n
1
0
2
j
_
2
 
=
 
N
*
e
*
m
u
 
*
 
E
_
2
 
*
 
N
_
c
_
v
a
l
u
e
 
+
 
k
_
B
*
T
*
m
u
 
*
 
d
N
_
d
x
2
#
c
u
r
r
e
n
t
 
d
e
n
s
i
t
y
 
h
o
r
i
z
o
n
t
a
l
1
0
3
j
_
3
 
=
 
N
*
e
*
m
u
 
*
 
E
_
3
 
*
N
_
c
_
v
a
l
u
e
+
 
b
e
t
a
_
3
3
3
 
*
 
I
 
*
 
N
_
F
e
2
 
+
k
_
B
*
T
*
m
u
 
*
 
d
N
_
d
x
3
#
c
u
r
r
e
n
t
 
d
e
n
s
i
t
y
 
v
e
r
t
i
c
a
l
1
0
4
r
h
o
 
=
 
r
h
o
 
-
 
t
*
 
(
g
r
a
d
i
e
n
t
(
j
_
3
,
p
x
)
[
0
]
 
+
 
g
r
a
d
i
e
n
t
(
j
_
2
,
p
x
)
[
1
]
)
#
k
o
n
t
i
n
u
i
t
y
 
e
q
u
a
t
i
o
n
1
0
5
[
E
_
2
,
E
_
3
]
 
=
 
e
l
e
c
t
r
i
c
_
f
i
e
l
d
_
p
o
t
e
n
t
i
a
l
(
r
h
o
,
f
t
_
g
,
p
x
,
s
h
a
p
e
_
2
,
s
h
a
p
e
_
3
,
e
p
s
i
l
o
n
_
0
,
e
p
s
i
l
o
n
_
2
2
,
e
p
s
i
l
o
n
_
3
3
,
z
)
#
c
a
l
c
u
l
a
t
i
o
n
 
e
l
e
c
t
r
i
c
 
f
i
e
l
d
 
o
v
e
r
 
t
h
e
 
p
o
t
e
n
t
i
a
l
1
0
6
N
_
F
e
3
 
=
 
N
_
F
e
3
_
v
a
l
u
e
 
+
 
r
h
o
/
e
#
u
p
d
a
t
e
 
c
h
a
r
g
e
 
d
e
n
s
e
t
y
 
F
e
3
+
1
0
7
N
_
F
e
2
 
=
 
N
_
F
e
2
_
v
a
l
u
e
 
-
r
h
o
/
e
#
u
p
d
a
t
e
 
c
h
a
r
g
e
 
d
e
n
s
e
t
y
 
F
e
2
+
1
0
8
i
f
 
i
 
i
n
 
s
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